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Пешгуфтор

Дар шароити имруза вобаста ба ицтисоди бозоргонй барномауи 

таълимии нав амал мекунанд. Аз чумла, барномаи таълимй аз фанни 

математикаи олй *,ам аз нав дида баромада шудааст, вале китоби дарсй аз 

фанни математикаи олй, ки пурра бо барномаи нави таълимй мувофвдат 

кунад, бо забони точикй кам аст. Бо зиёд шудани шумораи мактаб^ои олй дар 

чум^уриамон, ки аксарияти ощо раванди ицтисодй доранд, норасоии 

адабиётхо аз фанни математикаи олй бо забони точикй пурра э^сос карда 

мешавад. То *ол чанде китоб^ои дарсй дойр ба фасл^ои ало^идаи 

математикаи олй вучуд доранд, вале на ^амаи он^о бо барномаи нави 

таълимй мувофи^ат мекунанд.

Китоби дарсии мазкур бо назардошти барномаи нави фанни математикаи 

олй барои *амаи ихтисос^ои и^тисодй навишта шудааст. Мавзуъ^ои 

овардашуда барномаи таълимиро пурра фаро гирифта, баъзе мавзуъ^ое, ки 

оянда барои ихтисос^ои ицтисодй заруранд, низ оварда шудаанд.

Китоби дарсй бо барномаи таълимии давлатй аз фанни математикаи олй 

пурра мувофицат мекунад.

Муаллиф кушиш кардааст, ки маф^ум^о ва назарияхои математикиро барои 

халли масъала^ои ицтисодй татбик намояд. Бо ин мацсад якчанд банди китоб 

ба татбщи мафхум^ои математика дар *алли муаммо^ои ик;тисодй бахшида 

шудаанд. Дар ин банджо масъала^ои ицтисодй оварда шудаанд ва *алли он*0 

бо усулдои математики нишон дода шудааст.

Дар *ар банд аввало мавод^о аз назария оварда мешаванд, халли 

мисол^ову масъала^о нишон дода мешаванд, халЛ0И овардашуда содда ва 
фадмо шар* дода шудаанд. Дар охири дар як боб барои кори мустацилона 

мисол^о ва масъала^о пешнщод карда шудаанд. Китоби дарсии мазкур 
барои донишчУёни 5̂ амаи ихтисос^ои и^тисодй навишта шудааст. Инчунин
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донишч?ёни факултетхои табиатшиносй ва доираи васеъи хоНищМандон

метавонанд онро истифода баранд.
Муаляиф пеш аз хама ба рекгори Донишгохи миллим Тоникистон 

профессор Саидов Н.С., ки дар тайёр кардан ва нашри китоби дарсии мазкур 

сахми зиёд доранд, миннатдории бепоёни худро баён менамояд. Ин чунин 

муалифбамухаррир у з в и вобасхаиАИНТ док-илм*» физ-маг., 

профессор Курбонов И Х  ва муккаризон_ д.и.ф.м, профессор Акбаров Р., 

докгори илмхои иктисодй, профессор Нурабоев F.4,. ва н.и.ф.м, дотсент 

Болтаев К.С. ки дастнависи ин китобро Хонда, фикр*ои чолиби Худро 

гуфтанд ва маслихатхои пурцимати худро дарег надоштанд, из^ори

миннатдорй менамояд.
Бояд цайд намуд, ки китоби дарсии мазкур аз камбудихо холя нест, аз ин ру

аз хонандагони азиз хориш менамоям, ки андешахояшонро оиди камбуди^ои 

дарккардаашон ба суротаи ш. Душанбе, ДМТ, х.Рудакй-17 ирсол намоянд.

Ба хонандагоне, ки оиди камбудихои ин китоб хабар медих,анд, пещакй 

изгори минатдорй менамоям.
Муадлиф
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Муцадцима
Пайдоиши математика хеле щадима мебошад. Давраи аввали он номи 

“математикам элементариро” гирифт. Хусусиятхои асосии он чунин буданд:
а) бедаракатии омили омухташаванда;

б) истифода накардани мафхуми беохирй;

в) мавчуд набудани усул^ои умумй.

Тарацкиёти асосхои математика ба асрхои XVII ва XVIII рост меояд. Дар 

ин асрхо инкишофёбии истез^солот, техника ва илмхои табиатшиносй талаб 

намуд, ки ба омузиши бузургихои тагйирёбанда ру орем, ки бо хамдигар дар 

вобастагии функсионалй бошанд. Раванди нав ба вучуд омад, ки онро 

математикам олй меномем: Геометриям аналитики, хисоби дифференсиалй 

ва интегралй, элементной алгебрам олй, назарияи муодилахои 

дифференсиалй ва гайрахо шохахои илми математикам олй мебошанд.

Дар геометрияи аналитики усулхои умумии халли масъалахои геометрй 

(усули координатахо) дода шудаанд. Бо ч°рй намудани хисоби 

дифференсиалй ва интегралй мафхум^ои бузургихои беохир хурд, х°сила, 

интеграл, к;атори беохир ва гайрахо имконият доданд, ки масъалахои ба 

миёномада халли худро ёбанд. Масъалахои оид ба расанда, масохат, хачм ва 
Faiipaxo низ халли худро ёфтанд.

Бо ёрии муодилахои дифференсиалй мухимтарин масъалахое, ки аз 

механика, физика, техника пайдо мешуданд, халли худро ёфтанд.

Маълумотхои мухтасарро оид ба инкишофи математикаи олй меорем. 

Асосхои геометрияи анлитикиро математик, файласуф Декарт (1596-1650) 

муайян намуд. Истифодаи хис°би дифференсиалй ва интегралй ба Нютон 

(1642-1727) ва Лейбнитс (1646-1716) тааллук; дорад. Асосгузорони назарияи 

тазушли математики Эйлер (1707-1783), Лагранж (1736-1813), Гаусс (1777- 

1855), Коши (1789-1857), Вейштрасс (1815-1897) ва дигарон мебошанд.



Дар инкишофи математикам олй нацшаи олимон - математикрои Русия низ 

калон мебошад. Олимонеро, ки дар инкишофи илми математикаи олй сарми 

зиёд доранд, ёдовар мешавем.

Математики Санкт-Петербургй академик Эйлер натичацои асосиро цариб 

дар рамаи чабрарои илми математика ба даст оварда аст. Коррои анчомдодаи 

у имрузро рам армияти худро гум накардаанд. Олими барчастаи рус 

Лобачевский Н.И. (1792-1857) дар илми математика табаддулотро ба вучуд 

овард. Равняй илмй “Геометрияи Лобачевский”-ро ба вучуд овард. Ба 

Лобачевский баъзе натичарои дар сораи тарлили математики буда низ 

тааллуц доранд. Олими намоён, академик М.В. Остроградский (1801-1861) 

дар назарияи “Интегралрои каратй” таносуби заруриро дохил намуд, ки роло 

татбици васеъ дорад. Олими барчастаи рус Н.Л.Чебишев (1821-1894) цисми 

нави математик-“Назарияи бертарини наздикшавии функсияро”-ро ба вучуд 

овард. Ба у цисмрои дигари математика низ тааллуц доранд: “Назарияи 

эртимолият”, “Назарияи ададро”, “Хисоби интегралй” ва гайрахо.

Математики шинохтаи рус С.В.Ковалевская (1850-1891) дар назарияи 

муодилахои дифференсиалй ва механикаи назариявй натичарои бертаринро 

ба даст овардааст.

Дар инкишофи илми математика мавцеи математикони собиц Иттироди 

Шуравй хеле бузург мебошад. Дар асри XX олимони Иттироди Шуравй дар 

сораи илми математика ба дастовардрои бузурги илмй ноил гардиданд.

Китоби дарсии “Асосрои математикаи олй барои ицтисодчиро” бо мацсади 

асосрои математикаи олиро, бо назардошти барномаи нави таълимй, ба тарзи 

содда ва фармо баён намудан навишта шудааст. Дар шароити имруза 

донистани математикаи олй барои ихтисосрои ицтисодй зарур мебошад.

Дар ин китоб баъзе мафрумрои ицтисодй аз нуцтаи назари математики шарр 

дода шуда, мисолу масъаларо оварда шудаанд.
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Боби I. Элементной алгебраи хатги 
§ 1Муайянкунандгщо ва хосият̂ ои онх,о

1. Муайянкунандаи тартиби дува се. Адади

а
А =

^  21 “ 22 

муайянкунандаи тартиби ду меноманд:

а и а 12

-ро (1.1.1)

ки дар инчо адад^ои ^  11 , ^ 1 2 , ^ 2 1 , ^ 2 2  - элементной муайян­

кунандаи тартиби ду мебошанд. Муайянкунандаи тартиби ду аз ду сатр ва ду 

сутун иборат мебошад. Раками якуми элементхо раками сатр ва раками 

дуюми элементхо раками сутуни чойгиршавии элементх,оро нишон 

медиханд. Муайянкунандаи (1.1.1) чунин нисоб карда мешавад:

А =
а \\ а \г

а 2\ а 22
а \ 1^22 ^ 12^21 

Ба монанди хамин муайянкунандаи тартиби се чунин намуд дорад:

( 1.1.2)

А =

а н а 12 а 13

а 21 а 22 а 23

а 31 а 32 а 33
(1.1.3)

Чи тавре ки маълум аст, муайянкунандаи тартиби сеюм аз се сатр ва се сутун 

иборат буда, н?х элементро дар бар мегирад. Адад^ои

а и , а 12 а х3 , а 2 { , а 22 > ^ з ’^ р ^ г ’^ з  элементной

муайянкунандаи тартиби сеюм мебошанд. Муайянкунандаи тартиби сеюм 
чунин хисоб карда мешавад:
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« и «12 «13

д = «21 «22 «23

«31 «32 «33

— а п  ' # 2 2  ' « 3 3  + « 1 2  '« 2 3  '« 31"*"«21  '« 3 2  ‘ «13

(1.1.4)

“ «13 ‘ «22 ‘ «31 — «12 ‘ «21 '« 3 3  — «11 ' « 2 3  ' « 3 2 1 

Инро тарзи секунчагии хисоб кардани муайянкунандахои тартиби се 

меноманд ё ки коидаи Саррюс хам меноманд. Х,амин тавр муайянкунандахои 

тартиби n-умро низ муайян кардан мумин аст.

Муайянкунандаи тартиби n-ум чадвали ададнои зерин мебошад:

аа п а |2

а  2 j ^  22

а  п 1 а  п 2

I и

а

а

2 и

2.Хосиящ»1 муайянкунандано: 1) Агар дар муайянкунанда чойи элементхои 

сатрхо бо сутунхо мувофикан иваз карда шавад он гох кимати 

муайянкунанда тагйир намеёбад:

а и а ,2 а 13 « 1, а  21 а 31

а 21 а 22 а 23 . = «12 а 22 а 32

а 31 а  32 «33 а 13 а 23 а зз

2) Хангоми мувофикан иваз намудани ч°йи элементхои ду сатрхо ё ду 

сутунхо аломати муайянкунанда ба мукобилаш иваз мешавад.

3) Зарб задани намаи элементной ягон сатр ё сутун ба ягон адади к 

баробаркувва аст ба зарб задани муайянкунанда ба ин адад.

4)Агар муайянкунанда ду сатр ё ду сутуни якхела дошта бошад, он гон 

Кимати вай баробари сифр мебошад.
5) Агар намай элементной ягон сатр ё сутуни муайянкунанда ба сифр баробар 

бошанд, он гон ин кимати муайянкунанда ба сифр баробар аст.
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6) Агар элементной мувофици ду сатр ё ду сутуни муайянкунанда мутаносиб 

бошанд, он гор ин муайянкунанда ба сифр баробар аст.
7) Ба элементной ягон сатр ё сутун элементной ягон сатр ё сутуни дигар, ки 

мувофикан ба ягон адади умумй зарб шудаанд, рамрор карда шаванд, он гор 

кимати бузургии муайянкунанда тагайр намеёбад. Масалан:

а п  + k - a l з а  12 «13 ' «11 «12 а \3
а 2Х+ к - а 23 а  22 а 23 - «21 а 22 а  23
а  31 + к - а 33 «32 а 33 a  si а  32 «33

Хосияти 8. Агар ба элементхои мувофики ягон сатр ё сутуни 

муайянкунанда элементхои нав хамрох карда шаванд, он гох муайянкунанда 

ба суммаи ду муайянкунанда баробар аст, яъне

«11 + ь п "12 «13 «11 «12 a  is *11 «12 «13
«21 + Ъ 2, а 22 «23 “ «21 «22 «23 + Ь 21 «22 «23
«31 +  *31 а 32 «33 «31 «32 «33 *31 «32 «33

Таърифи минор ва пуркунандаи апгебрави

1. Минори Mi j  элементи а  ij - и муайянкунандаи тартиби И гуфта, хамин 

хел муайянкунандаи тартибаш И — 1 - ро меноманд, ки вай дар натичаи 

партофтани элементхои сатри I ва сутуни J  хосил мешавад.

2. Пуркунандаи алгебрави - и элементи а  ij гуфта, минори он элементро

меноманд, ки бо аламати ( - l )+> гирифта мешавад, яъне А = ( -  1 У*’ 

мешавад.

Мисоли 1.1.1. Муайянкунандаи тартиби дуро бо формулаи (1.1.2) нисоб 
кунед

' 3 2

1
3 • 5 -  1 • 2 = 15 -  2 = 13 ,
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Мисоли 1.1.2. Муайянкунандаи тартиби сеюмро нисоб кунед:

3 - 2  1 

2 0 3
2 0 1

Хал. Муайянкунандаи тартиби серо бо усули секунчано нисоб 

мекунем (1.1.4):

3 - 2  1
Д = -  2 0 3 = 3 0 1 + ( - 2 )  0-1 + ( - 2 )  3 - 2  -  2 0 1 -

2 0 1

0 - 3 - 3 -  ( —2)  ■ (—2) ■ 1 = 0 + 0 - 1 2  -  0 -  0 -  4 = - 1 6

Мисоли 1.1.3. Пуркунандаи алгебравии элементной а \ \ > а \г ■> а 2 2 »а 32 -и 

муайянкунандаи тартиби сеюмро ёбед.

Хал. Хамин тавр, мувофици таъриф пуркунандаи алгебравии я и чунин 

аст:

а  22 а  23

а  32 « 3 3

Айнан пуркунандаи алгебравии элемен^ои «12 ’ «  22 ’ «  32 чунин муайян 

карда мешаванд:

М2
- __ «21 а 2ъ

А -  , / i 21 —

« п a  jj
9 ^32 ~~

а и «13

а з\ «зз «31 «зз «21 «2 3

Муайянкунанда аз руи элементной сатр ё сутун бо формулах,ои зерип 

чудо карда мешавад.
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А- =

# 1 1  # 1 2 а Iy " а 1л

#21 #  22 # 2  у а 2я

О 0 . # ; 0

# я !  # „ 2 - -  # / , —  • # ,

= Л?» (#* * о);

А . =

Z>H А|2 ' 1н
й2| b 22. . . .b2n

Ъ , 6 /2.

*.1 ^л2 •

А*. 
. ft.

- +  Ь „А „  + ......  +' / 2Л 12

Мисоли 1.1.4.

1 2  3 4

0 0 5 0

1 1 - 1 - 1  

2 3 6 7

= — а23А23 — 5(— l) — —5
1 2 4 

1 1 - 1

2 3 7

5(°ii-4i + а,2А12 + а13А13) ~  5
(

1 - 1 1 - 1 1 1
\

1- - 2 + 4
V 3 7 2 7 2 3

= 20 .

Мисоли 1.1.5. Муайянкунандаи тартиби сеюмро бо усули минор ва 
пуркунандаи алгебравй х,исоб кунед.

3 - 2  1

А = - 2  1 3  

2 0 - 2

-  2 1 3 1 3 - 2
= 2 •

1 3
-  0 •

- 2 3
-  2 •

-  2 1
- 12 .

§ 2 .2£аяпи системаи муодиларо бо усули Крамер 

1. Системаи ду муодилаи хаттй  дуномаълума. Системаи ду муодилаи 
хаттии дуномаълума чунин намуди умумй дорад:
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а  \ Х Х  +  а \ 2  У  =  Ъ \ 

а  2 \ Х  +  а  22 у  =  Ь 2 , (1.2.1)

ки х ’ У  номаълумхо, а  \\ ■> а  п  ’ а  2\ > а  22 коэффитсиентхо f y , b 2 

аъзохои озод мебошанд.

Мохияти метода Крамер аз хисоб кардани бузургихои зерин иборат аст:

д  = а  II а 12 ,А  =
b t а |2

, д , =
«II 6.

Q 21 ^22
7 X Ь 2 а 22 ’ >

°  21 *2

X = — =  х 0 , у  =
Д  и "  д

Системаи (1.2.1) хамон вацт халли ягона дорад, ки агар А *  0 бошад. Яъне 

киматхои (*>.y) = (*o’.Vo) халли системаи (1.2.1) мешавад.

Мисоли 1.2.1. Системаи муодилахоро хал кунед:

!)■
3  д: -  5  у  =  13 

2  х  +  7  у  =  8 1  ,
2 ) '

Х,алхо:

1)Д =
3  - 5

=  3 1 ,  Д ,  =
1 3  - 5

=  4 9 6 , =
3  1 3

2  7
3 X

8 1  7
у

2  8 1

3  х  +  5  у  =  7  

6  jc +  1 0  у  =  1 5  .

=  2 1 7 ,

х  _  Д ^  _  4 9 6  _  1 6  А ,  _  2 1 7  ?  

Д  3 1  ’ У  Д  3 1

Санчиш нишон медихад, ки нуфти ададхои (*о>>о) = 0§7) системаи

муодилахои якумро каноат мекунонанд.

3 5
2)Д =

6 10
= 3 0 -3 0  = 0.

Дар ин холат системаи муодилахои дуюм хал надорад, чунки А — Оаст.
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2. Системаи ду муодилаи сеномаълума. Системаи .номбаршуда чунин 

намуди умумЯ дорад:

а ,, х  + а 12 у  + а 13 z  = b , 

а 2 1 х  + а 1г у  + а 23 z = й 2 , ( 1.2.2)

дар ин чо X ’ У ■> Z - номаълумро, вц> о,2, й|3, л,,, Од, Oj3, . коэффисиентро,

*2 - аъзорои озод мебошанд.

Се ролат шуданаш мумкин:

О А, = О н в „ « п II< О,, ° , 2II

> Д 2 =
°  22 а гъ а г\ « 2 3 а г\ а Ъ1 (1.2.3)

Агар яке аз ин муайянкунандаро аз сифр фарц кунад, онгор системаи

(1.2.2) мачмуи бешумори ралроро дороет. Дар ин ролат ба ягон номаълум 

цимати дилхорро додан мумкин аст. Бигзор А 3 *  0 , онгор ба номълуми z 

цимати ихтиёриро додан мумкин аст ва системаи ( 1.2.2)-ро чунин навиштан 
мумкин аст:

\ а и х  + а п у  = b } - a u z  

[ а  2| х + а 22 у  = b 2 -  а 23 z  .

Ин система бо усули Крамер рал карда мешавад.

2) ^амаи муайянкунандаро Д р  ^  2 , Д 3 ба сифр баробар мебошанд, вале 

яке аз муайяикунандарои

а  и b , а п b ,
(1.2.4)

аз сифр фарц мекунад. Дар ин ролат системаи (1.2.2) рал надорад.

3) Хамаи муайяикунандарои (1.2.3) ва (1.2.4) ба сифр баробаранд. Дар ин 

ролат яке аз муодиларо натичаи муодилаи дигар мебошад ва система 

мицдори бешумори ралроро дорад. Дар ин ролат ба ду номаълум цимати 

ихтиёриро дода, номаълуми сеюмро ёфтан мумкин аст.

а  и а |2 а 13 ь ,

а  21 Ъ 2
У

@ 22 Ь 2
У

а 23 Ь 2



4) Муодилаи якчинсаи (1.2.2)-ро мегирем, яъне нангоми Ь1—Ь2 — 0  будан.

+ а

а

z
X

12
У _= -  а

21

Z

У_
Z

и

(1.2.5)

х  у
Системаи носилшударо нисбат ——  ва нал намуда, носил мекунем:

*  _ У _ * 2
z  д  ~  ~ 6 х  -  & х ' У = & у ' t  дар кучо ( = — . Азин цо

Носил мекунем 2 — t  ■ А  . Акнун муайянкунанданоро барои системаи

(1.2.5) тартиб иедщш:

д = # п « . 2 , д =’ м X
-  # 1 3 а  1 2

* А ,  =
# 1 1 ~  # 1 3

« 2 . « 2 2 -  а >з # 2 2 #  21 -  # 2 3

Боосонй дидан мумкин аст, ки Д* ~ А , , Д „  ~ Д 2,А ,  — Д3 

мебошанд. Хдоин тавр, напли системаи (1.2.5) ёфта мешавад: 

*  =  ^ ^  I > ^  =  — ^ ^  г , Z  =  <" • Д j , дар кучо ^  -адади 

ихтиёрй буда аз ~ 00 то +  оо кимат кабул менамояд.

б) Хамаи муайянкунанданои , А , , Д 3 ga сифр баробаранд, онгон 

система бо як муодила оварда мешавад. Ба дилхон чуфти номаълумно 
цимати ихтиёрй дода, номаълуми сеюм бо ёрии ин номаълумно муайян карда 
мешавад.

Мисоли 1.2.2. Системаи муодилаи якчинсаро нал кунед: 

j 3 x  + 4 y  + 5 z  = 0 ,
1 х + 2 у  -  3 z  = 0 .

--------------------- —

Хаи. Формуланои овардашударо истифода бурда v • 1 '2>'МОЯ!>ТЛ'Л 
К Л'ж

В  И  S  Л  И  О  Т  S  К  в  
TiXBtuu» ’.г.» у п и д ш : 

1&д.микм{тзм 17
ияв, м  МЧ  ..



X =
-  3

t = -  22 t

I -  3
• t = 14 /

z  =
1

4
2

2 t ,

дар ин чо ба сифати t адади ихтиёриро гирифтан мумкин.

Мисоли1.2.3. Системаро тадциц кунед:

[ 3 x - 2 y + z  = 4 

[ 9 x - 6 > ’ + 3 z  = 1.

Хал. Азбаски А | ~ А 2 = Д з = ® система *ал надорад, масалан:

а п Ь, 3 4
' = = 3 -  36 = -  33 * 0 .

а 12 Ь 2 9 1

3. Системаи се муодилаи бо сеномаълум. Системаи се муодилаи бо 
сеномаълум чунин намуд дорад:

а ,, х  + а 12 у  + а 13 z -  Ъ{ 
а 21 х  + а 21 у  + а 23 z  = b 2 

а з, х  + а 32 у  + а 33 z  = Ьг .

Муайянкунандахои ин системаро тартиб меди^ем:
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а it а
1 2

а 13
а

2 1
а

2 2
а 23

а 31 а 32 а 33

Ь , а
1 2 « 3

Ъ 2 а
2 2

а 23
b j а 32 а 33

« и « 1 3 « п «12 6 ,

IIО

« 2 1 °  23 А , = « 2 1 « 2 2 Ъ 2

« 3 1 Ъъ « 3 3 «31 « 3 2 * 3

Халли система бо метода Крамер ёфта мешавад

X = У = Z -

А  Д

Мнсоли 1.2.4. Системаи муодилздоро хал кунед: 

x + 2 y  + 3 z  = 2
3 I  +  у  +  2 г  =  3 

2 x  + 3 y + z  = \

Хал.

Д =
1 2 3 
3 1 2 

3 I
= 1 + 8 + 27 -  6 -  6 -  6 18

Азбаски А^О бинобар ин система халли ягона дорад. Аз ин 40 

муайянкунандахои А А у , А .  -  ро меёбем:

2 2 3 

Д . = 3 1 2 = 2  + 27 + 4 - 3 - 6 - 1 2  = 12, 

1 3 1 

1 2  3

3 3 2

2  1 1

= 3 + 8  + 9 - 1 8 - 6 - 2  = - 6 ,
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д  . =

х  -

z -

A t _  12
A ~ 18

A . = 12
A “  18

1 2 2

3 1 3
2 3 1

= 1 + 18 + 1 2  -  4 -  9 -  6 = 1 2 ,

2_
3
2_

3

A

18

4. Системаи И -муодилахои П -номаълума. Системаи П -муодилахои 

П -номаълума чунин намуд дорад:

д  и jc I +  я  )2 х  2 +  

a 2i * i + а 22 х  2 +

а пХх у + а п 2 х 2 +

+  а \ п Х п =

+  а 2 п Х п =  Ъ 2

+  а  пп X п =  ъ п •

Барои халли ин система муайянкунандахои тартиби n-умро тартиб медихем:

д =

а  II а  12
а 1 я

а 2 я

а

Ь 1 а  12 

Ь 2 ^  22

а 1 и

Я 2 „

Л

20



он го^ ^алли системаро меёбем:

х 2 = X „ =
А

§3. Матритса

1. Таъриф. Матритса гуфта чадвали росткунчаи адаодоеро меномем,ки аз т -  

сатр ва п  -сутун иборат мебошад. Матритсаи W -сатр ва п  -сутун 

доштаро тартиб меди^ем:

А =

11 “ 12 

°  21 а  22

адад^ои а  щи -элементной матритса ва т  микдори сатрз^о, п -  

мивдори сутункой матритса мебошанд.



Матритсаеро, ки *амаи элементнояш сифр бошанд, матритсаи сифрй 

меномем. Матритсаи квадратй гуфта матритсаеро меномем, ки микдори 

сатрно ва сутунхояш баробар бошанд.

Матритса диогналй номида мешавад, агар он квадратй бошад ва ба гайр аз 
диогнали асосй, намай элементнояш сифр бошанд.

Матритса во*идй номида мешавад, агар вай квадратй бошад ва *амаи 

элементной диогнали асоси ба як ва боцимондаи элементно ба сифр баробар 

бошанд. Матритсаи во*идй бо нарфи Е  ишора карда мешавад.

Матритсаи А транспоронидашуда номида мешавад, агар *амаи сатрнояш 

ба сутунхояш иваз карда шаванд, матритсаи транспоронидашудаи А -ро бо 

А'  ишора мекунем.

Матритсанои А ва В  баробар номида мешаванд, агар намай элементной 

мувофики онно баробар бошанд. Барои матритсздо се амално гузаронида 

мешаванд- чамъ, тар* ва зарб. Барои амали тацсим цоида вучуд надорад. 
Бигузор матритсахои

' в | | а |2 ... « 1 „  " ( b  „ Ь\2 ••

*21 a 22 •• °2п Ь 21 Ь 22 •• ■ b 2n

в =

/* Ci 3 ° m2- .. a mn j  ̂b m 1 b m 2 -" ь mn ^

дода шуда бошанд.

1. Суммаи матритсахои А ва В  гуфта матритсаи С  -ро меноманд, 

ки элементной он аз суммаи элементной мувофики ин матритсано иборат 

бошанд, яъне
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С = А + В  =

а П +  ^11 а 12 +  ^12 • ”  а \п +  Ь\п

°  21 +  ^21 а 22 + Ь 22 .. °2п  +  Ъ2„

\  ^  т 1 ^  ш 1 ® * 2  ^ ш 2  ^ я »  ;

Ин коидахои чамъ барои микдори охирноки матритсахо низ чой дорад. 

Масалан:

"0 2 8 ' '  1 0 Г \ 2 9 4II«3+ + =
4 b ч“ 3 2 5, ^ 4 6 6 ,

= С .

Амали чамъи матритсахо ба конунхои коммутативй ва асосиативй итоат 

мекунад, яъне А + В = В + А

(А + В ) С  =  А С  +  В С

Инчунин А + 0 = 0 + А — А  мебошад.

2. Х,осили зарби матритсаи А ба адади к гуфта матритсаеро 

меноманд, ки хар элементаш ба адади к зарб шуда бошад, яъне 

ка и ка 1 2  ... ка Хп 
ка

А =
ка 2i ка 22 2 н

К ка mi ка

Мисол: 2-А = 2-
"1 3 '

/

, 0  5 , V

2 ••

2 6 

О 10

ка тп J

Маълум аст, ки барои ададхои хакикии к ва L

к - А  = А - к  . (k + L) -A = k - A  + L A ;
Ц к  A) = ( L - k ) - A - ( L  A)  k; \ А = А;

к (А + В) = к - А  + к -В ;  0 А  = 0.
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Х,ангоми дар баробарии (1,2,1) к ——1будан матритсаи —А  хосил мешвад.

3. Фарки матритсахои А  ва В гуфта , суммаи матритсахои А  ва 

(~^)-ро меноманд, яъне Л—В =А +(—В)

4. Хосили зарби матритсахоро дохил мекунем. Бигузор матритсаи 

А ченаки Ш • П ва матритсаи В  ченаки Р  ' Я дошта бошад ва п — р  

бошад. Хангоми п  ^  Р  будан зарби матритсахо чой надорад.

Таъриф: Хосили зарби матритсаи А  ва В  гуфта матритсаи С  -ро 

меноманд, ки элементной он бо формулаи зерин муайян гардад:
Я

С.. = /  ̂a kh, =£?, •£>, •¥...+а, -Ъ . • _ ■ • .Ч « « 'I I/ U 2J т п/, ки I = 1,1И, J — \,q,

Аз ин таъриф мебарояд, ки элементи матритсаи С = А' В  ба суммаи 

хосили зарбхои элементхои сатри / -юми матритсаи /1 ба элементхои 

мувофики сутуни J  -юми матритсаи В  баробар аст.

Зарби ду матритсахои тартиби дуюми А  ва В  гуфта матрисаи С -ро 

меномем, ки чунин муайян карда мешавад:

^ ^12 1 ( а \\Ь\\ + <*12̂ 21 а\\Ь\2 ° 12̂ 22А - В =
\ а21 °22 У V̂ 2I 2̂2 J < ^ 21^ 11 а 22^2\ а ц Ь \г  а г2^22 J

Амали зарби матритсахои А ва В  хамон вацт имконпазир аст, ки агар

мицдори сутункой матритсаи А ба мивдори сатрхои матритсаи В  
баробар бошанд. Масалан

А  = В  =

Ь п

ъ 21 Ь  22

Ь 32M l  “  !2  “  J3 ;

Хал. Хосили зарб мавчуд аст, чунки микдори сутунхои матритсаи А ва 

сатрхои матритсаи В  баробаранд.
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А В  =

a u bn + o n b2l + a yib}i o n bi2 + a X2b22 + a l3632

а 1\Ь\\ +  a j f i l \  +  23^31 a 2\b\2 +  a  22^22 +  a 23^32

^йцЬп  +^32^21 +  Я33̂ 31

Мисоли 1.3.1.

' •* ■ С» iJMJ

^3\Ь\2 «32^22 "*■ ^33 Ь32

•) (

A B =

A, • В t = (l 2 3 4 )-

E = E ■ A = A ,

1 2 1
0 3 J

А

'1 4

. L ,24

14
15

'  4

5 )
8

31

2 1 

8 0

f  \ '  
2 

3

И ,

£ • £  = £ ,

= (l + 4 + 9 + 16 ) =  30

•-(: i).
Матритсаи A '  барои матритсаи А матритсаи баръакс номида мец,авад

агар А-А~' =Е  бошад. Агар матритсаи А матритсаи баръакс дошта бошад 
пас вай ягона аст.

Баръакси матритсаи баръакс А~1 матритсаи А мебошад, яъне 

Тартиби ёфтани матритсаи баръакс чунин аст:

А = а и а п  

а  21 а гг J
, D  = «11 «12

«21 «22
*  0 .
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Пуркунанда^ои алгебравии матритсаи А  - ро тартиб меди^ем:

Л \ ~  а22’ Л 2 = ~ а 2 \’ Л21= —а 12, Л22 = а х! онго* хосил мекунем

и ^12 
A j, Л 2;

Пас матритсаи баръаксро меёбем:

_1_

D
-  а ,

и /

Ба осонй дидан мумкин аст, ки А-Л 1 =А ‘ -А = Е  мешавад. 

Мисоли 1.3.2. Дода шудааст матритсаи

' 1  4̂ 1
матритсаи баръакс А ёфта шавад.А =

>2 7 v '  у

Зал.

Д =
1 4

2 7
= 7 -  8 = - 1 * 0 ,

А х> 7 , Л 12 — 2 , А  2| — 4 , — 1,

А ~ ‘ =
1 1

1 7 4"
- 1  ’ 1 - 2  l j ч 2 - к

Барои санчиш хосияти А  - А " 1 = Е -  ро истифода мебарем.

А • А = -
- 7  4 

2 -1
7 -  8 28 -  28 
- 2 + 2  - 8 + 7

1 О 
О 1

= Е.

Мисоли 1.3.3. Матритсаи баръакс ёфта шавад:

' 1 1 п

А  = 2 2 1
1 2 2
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^ал. Муайянкунандаи тартиби сеюмро *исоб мекунем.

Д =

1 1 1
2 1 2 1

2 2 1 = 1, А , = = 2, Ап = -
2 2 1 2

1 2 2

=  - з ,

2 2 1 1 1 1
А , = 1 2

1нгч

(NII

2 2
— 0 , А22 —

1 2

1 1 1 1 1 1
л ,3 = - = - 1, А ,  = — —1, А„ — —

1 2 > 31 2 1 •> ‘‘*32 2 1
= 1, Ап  =

1 1

2 2

А"' =

( 2 - 3  - 1
О 1 - 1  

- 1  1 О

Матритса^ои транспоронидашуда ва *амро*шударо тартиб меди^ем:

- I
Г А и А |2 А ЛЛ 13 '  2 -  3 2  4

А 21 л  22 А 23 = 0 1 -  1

ч А 31 А 32 А 33 , ,  -  1 1 о ,

'  А И к> А п  ' ( 2 0 -  1 '

п*

А 12 А 22 А 32 = - 3 1 1

, А 13 А  23 ^  33 J V 2 -  1 о ,

Пас, *осил мекунем:

А - '  = —
1

( 2  0 - 1  

- 3  1 1 

2 - 1  0

Ранги матритсаи А  гуфта тартиби минори калонтарини аз нол 

фарккунандаро меноманд ва бо R ( A )  ишора мекунем.



ихтиёри к  сатр ва к  сутунро интихоб мекунем (1 ^  к  < min(т, п ) ) . 

Элементное, ки дар бурриши ин сатру сутунхо чойгиранд, матритсаи 
квадратии тартиби

к -ро ташкил медихаед. Муайянкунандаи ин матритсаро минори тартиби 

к  -юми матритсаи А  меноманд.

Мисоли 1.3.4. Ранги матритсаро ёбед:

г3 5 7 '
1 2  3 .

3 5 ,

Хал. Элементной мувофици сатрхои як ва серо чамъ мекунем:

Бигузор матритсаи Ann ~  (ао ) дода шуда бошад. Аз ин матритса ба таври

'3 5 Т г4 8 12'
1 2 3 ~ 1 2 3

3 5> 3 5 ,
Элементной сатри якумро ба 4 тацсим менамоем:

"3 5 7' '\ 2 3'
1 2 3 ~ 1 2 3

3 3 5,
Аз элементной сатри якум элементной мувофици сатри дуюмро тарн 
мекунем:

"3 5 7' '0 0 0'
1 2 3 ~ 1 2 3

J  з 5, J 3 5,
Сатри якумро хат мезанем:
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'3 5 Т /
1 2 3 -

J 3 5 ,
\ 1 3 5

Ранги матритсаи хосилшуда ба 2 баробараст. Масалан;

1 2

1 3
* 0 .

Табдилдихии элементарии матритсахо гуфта табдилдихихои зеринро 

меноманд.

1) Нойивазкунии ду сатр ёду сутун

2) Ба ягон адад зарб задан сутун ё сатре.

3) Хрсили чамъи ягон сатр ё сутуни ба адад зарбшуда ба сатр ё сутуни 

дигар.
Ду матритса эквивалента номида мешаванд, агар якеаш аз дигараш бо 
воситаи табдилдихии элементарии охирнок хосил шуда бошад. Дар 
натачай табдилдихии элементари ранги матритса тагйир намеёбад. Х,ар 
гуна матритсаро бо ёрии табдилдихии элементари ба матритсаи 

диогоналй овардан мумкин аст.
5. %алш системаи муодиларо бо намуди матрисавй.Системаи п - 

муодилаи , П -номаълуми хаттиро ба намуди матритсавй чунин навиштан 

мумкин аст: А Х  = В ,

дар ин ч°

а  ц a  . j in

V a n I a n 2 a nn J

'  Х \  ' f b 1 1
х , Ь 2

\ Х  = 1 ; в  =

X ъ
У

\  » / \  п J

Агар муайнкунандаи матритсаи А  аз сифр фарк кунад (det А Ф 0) он гох 

ин система халли ягона дорад.
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Дар ин нолат ф ллк  матритсавии системаи муодиларо намуди зеринро 
мегирад:

X  =  А ~' В .

Мисоли 1.3.5. Халли системаро бо усули матритсавй ёбед:

х + 2у  + г = 4 
Зх -  5у  + 3z = 1 
2х + 1 у  — z = 8.

Хал. Дар намуди матритсавй ин муодила чунин аст.

'\ 2 п г4> V
А Х  = В , А = 3 - 5 3 ; в  = 1 ; *  = У

,2 7 - к 00
Аз ин чо носил мекунем

16 9 II 
9 - 3  О 
3 1 - 3  -11

V
1

у =г--- -
33

N '4 '
1

1
~ 33

/ 00 \

- 6 4  + 9 + 88^ 
3 6 - 3  + 0 

1 2 4 - 3 - 8 8

_1_
33

( 3 3 \
33
33

Намин тавр.,, X = y  = Z = 1 Налли системаи додашуда мебошад.

§4. Назарияи системаи муодилахои хагти
Бигузор системаи /И муодиланои хаттй дода шуда бошад. 

а \\Х\ + ^ 12- 2̂ ^  а \пХп = ^ |

а2Хх | + а22х2+...+а2пхп = Ь2

(1.4.1)
атЛ+ат2х2+...+атпхп =Ьп

Усулнои налли системаи хаттй бо ёрии матритсаи баръакс ва коидаи Крамер 
як катор норасоинои чиддй доранд.

1. Бояд микдори муодилахою номаъдумно бо х,ам баробар бошанд: ш = п.
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2. Муайянкунандаи матритсаи асоси сифр набошад (det А *  0).

3. Х,исоби бисёреро талаб мекунад.

Дар холати ичро нашудани акалан яке аз шартхои 1)ё 2) ин усулхо татбик 

нашавандаанд. Усули Гаусс аз ин камбудихо озод аст.

Усули Г аусс ё пай дар пай хоричкунии номаълумхо. Бигузор системаи m 

муодилаи хатгии п номаълума ( 1.4.1) дода шуда бошад. Фарз менамоем, ки

аст. Агар О,, — 0 бошаду коэффисиенти назди х  \ дар ягон 

муодилаи дигар аз сифр фарк кунад, он гох ин муодиларо ба чои муодилаи 

якум менависем. Рояи усули Гаусс аз пай дар пай хорич кардани 

номаълумхо иборат аст. Ч,араёни хоричи номаълумхоро шарх, медихем. 

Кадями 1. Муодилаи якумро нигох дошта, бо ёрии он аз муодилахои дигар

номаълуми х  j -ро хорич мекунем. Муодилаи якумро бо навбат ба ададхои

2̂1 3̂1 ®I
’ ’...... зарб карда, натичахоро мувофикан ба муодилахои

а\ 1 а\ 1 а\ I

дуюм, сеюм, ...., т  - ум чамъ мекунем. Дар натича системаи нави ба 

системаи ( 1.4.1) баробаркувва пайдо мешавад.

° \ \ Х\ + а \2Х2 + " +  ««пХп = Ь Х

а' 22 х 2 +  •-  + а 'г п х п = b 'i

^ m2 Х2 + ■■ + а 'тпх„ =Ь'„

Кодами 2. Бигузор ^ г ^ б о ш а д . Муодилахои якум ва дуюми системаи

(1.4.2)-ро бетагйир нигох дошта, бо ёрии а\ i ^Омуоднлаи дуюм аз

а 2\ а з\ а т\
муодилахои > >.....> сеюм, чорум. ..., ТИ-ум номаълумиа] | ах, ах,

Х 2 -ро хорич мекунем. Барои ин муодилаи дуюмро ба
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22
зарб карда, натичахоро мувофикан бо муодилаи

сеюм, чорум, Ш -ум чамъ кунем. Дар натича системае пайдо мешавад, 

ки муодилахои он аз сеюмаш cap карда, номаълуми ^-ро дарбар намегиранд. 

' аи х | + а 12х 2 + ... + а 1их„ = Ь Х

а 'гг х г + — + а 'гн х « = Ь \  
а " зз х 3 + ... + а " 3л лг„ = Ь"3

(1.4.3)

Ин раванд беохир набуда, пас аз микдори муайяни кадамх,о ба охир мерасад. 

Се холати зерин имконпазиранд.

Холати 1. Системаи нихой намуди секунцашаклро мегирад.

CMJC, + С12х 2 + + с и,х„ = d t

С22Х2 ••• "*■ С2пХп ~ d 2
С3 3 Х3  + ... + с 3пх„ = d 3

с х  — dтп п и

(1.4.4)

ки дар ин чо С/| *  0 / -  1, и мебошанд. Ин система халли ягона дорад,

чуеки муайянкунандаи системаи асосии он d e tc  - с , ,  -с ,2 •..••сят * 0  аст. 

Сохтори махсуси ин система имконият медихдц, ки халли онро бо осонй

ёбем. Аз муодилаи охирон -*я-ро меёбем: х » . Муодилаи М - :•ум

бошад, номаълумхои х п-\ ва Х п -ро дар бар мегирад. Климата *я-ро дарин 

муодила гузошта, номаълуми х п-\ -ро меёбем. Ин равандро давом дода, аз
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муодилаи сеюм * з , аз муодилаи дуюм ^  ва аз муодилаи якум *1 -ро 

«юббем.

М а ш . Системаро бо усули Гаусс хал кунед.

х,+ 2 х2 - х3 +х4 = 4  

2х, —х 2 +  Зх3 +  2ха = 13  

jc, +  2х 2 — 2х, -  х4 =  —3 

Зх, +  х , +  Зх3 +х4 = 12

\а х .  Ц&Дамж 1. AifiaoKH **и  —3 ^ 0  аст, пас муодилаи якумро бо навбат ба 

-2, -I, ва -3 мрб карда, иатичаро мувофикан бо муодилаи дуюм, сеюм ва 
чю п мекунем:

х, +  2х, -х , +х4 = 4 

—5Xj +5Xj = -5
—х3—2х4 = —7 5 

-5 х2 +6х3 - 2 х4 = 12

Калами 2. =  1 * 0  аст. Муодилахои якум ва дуюмро нигох дошта, бо

ёрии муодилаи дуюм аз муодилахои дигар Х2 .ро хорич мекунем. Барои ин 

муодилаи дуюмро ба 5 зарб карда, натицахоро мувофикан бо муодилахои

х, +2хг - х 3 +х4 =4

х, + 2х2 - х3 + х4 = 4  
х2 - х 3 =1 

—5х, +6х3 - 2 х4 = 0  

х3 + 2х4 = 7

сеюм ва чорум намъ мекунем.
х2- х 3 = i

-  Xj + 2х4 = 0 
х3 + 2х4 = 7

Кадами 3. — 1 * 0  аст. Муодилахои якум, дуюм ва сеюмро бетагйир 

нигох дошта, бо ёрии муодилаи сеюм аз муодилахои чорум *з -ро хорин
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Мекунем. Барои ин муодилаи сеюмро ба 1 зарб карда, бо муодилаи чорум 

х х + 2хг - х ъ + х 4 = 4  

X, -X,  =1
чамъ мекунем. -  Х] + 2х4 = О 

4х4 = 12

Аз муодилаи охирон *4-ро меёбем: Х 4 =  З.Ин кимати %4 -ро ба 

муодилаи сеюм гузошта, -ро меёбем: Xj=—5 + 2 - 3 = —5 + 6 = 1. Ин

Ки маткой *з ва х 4 -ро ба муодилаи дуюм гузошта, -ро меёбем: 

х 2 = 0.  Них,оят аз муодилаи якум Л, -ро меёбем: X, = 2 . Х,амин тавр 

Xj 2 , Х2 0 , 1, х 4 — 3. шуд.

Системаи се муодилаи се номаълумаро бо усули Гаусс ба намуди ошкор 

мушахас нишон медихем:

+  аХ2х 2 +  а13х 3

«21*1 +  а22х 2 +  а23х 3

«31*1 +  аъ2х 2 +  а 3 3 х 3

2 + f l l3

IIX

\  /

0 +

0 +

* &1? @1 X + *13 23 ГЗ 

\

—  «13 «23 к = — -^| - * 2  =>а,.

Ч«п
■«13 «33

У
*3 = - - Ь {- Ь 3 

а,,
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#1 рс, + ^ ^ 2
\

0 + —  -а^-Огг

\
Оуу

Х> +  " *#, 3 #23
U .

x3= - Ji--6l -6 ,

х, =

0  I 0  I r 2̂i(ai2Q33~Qi3a3i)+a3i(a'i3fl2; а12а;з)+ач(аз;д2з ar^hz) ^  _ 
t  «и 

|̂(̂ |а22 — a2ia32)~*~Ql2(Q2 A ~ai A)**~ai l(fl3А ~ агФг)

b\(a3ia22 ~ а2\аЪг)+ 1̂2(̂ 21^3 ~ °31̂3 )+°l I 0̂ 32̂ 2 ~°22̂ з)
a 2l(a i2^33 ^ГЗ^Зг)'*’ Л3|(^13°22 ^12а 2з)'*'а,1|(°32^23 2̂2̂ *33)

Мисол.

2jc, + х2 + Зх3 =  -1  

х, -  х 2  -  х 3 = - 2  

х, + х, + 2 х, = 0

аи =2, а|2 -1 , а,3 -3 , а21-1, а22 -  1, a2J -  1, ai t —\, а}2- \ ,  а}3-  2,
6, = - ! ,  А2 = - 2, 6j = 0 .

- l ( l  ( - l ) - 1 l )  + l(l 0 - 1  (-2))+2(1-(-2)+  1 0 ) 2 + 2 - 4  _ 0  
Х* ~ I-(l*2 — 3 - l ) + I -(З*(—1) — 1 -(—1))+ 2( l • (—1) +1 • 2) - 1+2  + 2 3

д2,6, - а „ 62 1 • ( - 1) ~ 2 • ( - 2) _ - 1 + 4 _  3 ,
Х-у ~~ — А 1

а21о|2 - а ма22 Ы - 2 ( - 1) 
2х,+ 1  ■!=-! ,  2х, = - 2, х, = - 1.

Санниш.

2 * (—1) +1  + 3 • 0 = —1 

—1 — 1 — 0 =
-1 + 1 + 2 0  = 0

1 + 2

- 1=-1 
- 2  = -2  
0 = 0

§5. Шахли квадрата
Таъриф. Шакли квадратии F  ( х , х 2 , . . .  х „ ) аз n-номаълум гуфта 

суммаи нар як чамшавандаро меномем, ки нар як чамъшаванда дар квадрат 

аст ё аз носили зарби ду номаълуми гуногун иборат мебошад. Мае алан,
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суммаи X 3 ху + 2 у  -шакли квадратй мебошад аз ду номаълум,

суммаи х  + 2ху — 3xz  + 4у  — y z  шакли квадратй аз се номаълум 

мебошад.

а п
Барои мухтасар навиштани намуди квадратй суммаи X / X  а ч

1*1 у'=1

истифода карда мешавад. Дар ин чо як индексро цайд намуда, суммаро бо 

индекси дигар кушода, пас аз он суммаро бо индекси дигараш кушодан 
мумкин аст

Шакли квадратиро дар намуди умумя чунин навиштан мумкин аст:
А П

F ( x , x 2 ! ...  * „ )  =  X  Z  a u x <x j > (1.4.1)

ки дар ин чо

/ а ,, ап  ••• д я,

ац =

1 ^ /и 2 " ®mj ®тп J

Коэффисиентхои шакли квадратй (1.4.1) а  ij матритсаи квадратиро 

ташкил меди^анд ва ранги ин матритса ранги шакли квадратиро муайян 
мекунад.

Мисоли 1.4.1. Шакли квадратии зеринро ба намуди умуми матритсави 
нависед ва матритсаи онро ёбед:

A ( x , y , z )  = х г + 4ху  + 2 у 2 -  3yz  + z 2 + yz.

Хал. Пас аз аъзои якхеларо чамъ намудан хосил мекунем.
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х 2 + Аху + 2 у 2 - 2 yz + z 2 = х2 + 2xy + 2ух  + 2 уг - y z - z y + z 2 = 
= х  ■ х  + 2 ху + 0 xz + 2 ух  + 2 уу - y z  + Ozx - z y  + z-z.

Дар ин *олат матритсаи шакли квадратй чунин навишта мешавад:

'1 2 0N
А = 2 2 - 1  

0 - 1  1

Кайд мекунем, ки матритсаи А онгох, ва фацат онго* симметрй мебошад, ки 

бо матрисаи транспоронидашудааш *амчоя шавад, яъне А = А ' . Сутун 

матритсаро тартиб меди*ем:

У

Шакли квадратй дар намуди матритсавя чунин аст:

F  = Х 'А Х .

Мисоли 1.4.2. Шартй мисоли дар боло овардашударо ба намуди 
матритсавй нависед:

3{ал. Матрисаи дар мисоли боло овардашударо истифода бурда 

менависем:

г\ 2 0 N
' * 1

F ( x , y , z )  = ( x , y , z ) - 2 2 - 1 У

1о

Таъриф. Мо мегуем, ки шакли квадратй намуди оддитаринро дорад, агар 

матрисаи он диогнали бошад (а // =  0 *ангоми i ^  ./) :

37



А =

О
О

О ” “ яя у

Шакли квадратии одитаринро барои се номаълум менависем

F { x [ , x 2 , x 3 )  = а it л I + а 22 Х2 + а П Х1

Мисоли 1.4.3. Шакли квадратии зерин дода шудааст:

F ( xi , x2, x}) = 2x tx 2 — 6х2х 3 + 2 х 3х г  

Ба намуди шакли квадратии оддитарин бибред.

Хая. Бо осонй дидан мумкин аст, ки табдилди\ии хатги

*1 =  У\ +  3 У2 +  2 у * ,  

х г =  У\ -  Уг -  2Уз> 

=  У 2 -

ин шакли квадратиро ба намуди оддитарин меорад. Матритсаи шакли 
квадратй чунин намуд дорад:

'1 3 2 Ч 

Л=  1 - 1  - 2  

1 ° 1 °>
Матритсаи А -ро табдилдшф намуда ^осил мекунем.

(2  О (Л
6 О
О - 8

Намуди оддитарини шакли квадратии додашуда чунин мебошад 

Р(У\>Уг,У, ) = 2х,2 + 6у \  - %у\

Мисшш 1.4.4. Намуди од дитарини шакли квадратии

F(x„xj,x3) - x f  +5*2 - 4 х э2 + 2дг,лг2 - 4 x lxJ,
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ёфта шавад.

Дал. Аъзо*ои X | -р0 мегирем, квадратй пурра тартиб меди*ем, пас 

аъзо^ои *2-ро мегирем, квадрата пурра тартиб меди*ем ва дар охир аъзо*ои 

*з доштаро гирифта квадрата пурра тартиб меди^ем:

х,2 + 2х,х 2  + 5 х 2 - 4 ( х 32 + х ,х 2) = ( х ,  + х 2 - 2Х3)2 +

+ (2 х 2 + х 3 У -  9x1 = у f + у ;  -  у '  .

Аз ин но системаи зеринро *осил мекунем:

Аз ин 40

х \ + хг ~ 2х
• 2 х г + х 3 = )

Зх3 = Уз

1 1 - 2

А = 0 2 1 =6>
0 0 3

Ух 1 -- 2

У2 2 1

'ОII

Уз 0 3

1 У, -  2

■ А,2 0 У 2 1
0 Уз 3

1 1 Ул
А, 0 2 Уг

0 0 Уз

= ? У г ~ У  з»

Д

~д

1 5

А
Д

1
;Уг~7Уз’ х , = Т  = ~ У ,
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^амин тавр, шакли квадратй бо тагиирббандаи нав намуди дигари соддаггзрро 
мегирад.

F (x l, x 1, x i ) = y t  + у 1 ~ у1>
дар он

У1 =  * , + х 2 - 2 х ъ 

Уг = 2 * 2  +*з 

Уз =  3*3-

Кори мустмрцюнаи 1.1.1
а) Муайянкунандадои тартиби дуюмро *исоб кунед:

5 3 4 2 -1  2 5 1 5 2 6 3 6 2
7 6 9 9 3 3 - 6 9 4 7 ) 4 8 9 7 5 > 7 4

б) Муайянкуианда^ои тартиби сеюмро ^исоб кунед:

1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 -  1 2
2 1 1 9 1 2 2 У 3 1 2 у -  2 1 1
1 1 2 2 2 1 2 3 1 1 -  2 2

) 0 2 -  I 5 2 2 1 0 9 10 11
0 2 0 > 0 7 0 9 1 2 1 > 1 1 1
2 0 3 1 2 0 0 1 2 2 3 4

Кори мусгафиюнан 1.2.1.
Системаи муодиладоро хал кунед:

|2 х  + 7у = 8 , (9х + 2у = 3, (Зх + 2у = 7, 
а) |б* + 5;у = - 8 ; [ 7 х - 2 у  = 13; [4х+3>> = 8 ; 

(Зх+2у = 7, (2х + 2у = 4, { 2 х - 3 у  = 6, 
[4дг-5^ = 40; [7дг + 4^ = 8; \4jc+3y = 8;
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3 x -2 .y + 5 z  = 0, |3 x - 2 y  + z  =  0, 

x + 2 y - 3 z  = 0; 6 x ~ 4 y + 3 z  = 0;

в )

х - Ъ у  + z = О, 

2 x ~ 9 y  + 3z = 0;

2 x  + у + 2z = 1, 
x  + 2 y  + 2 z  = 2,  
2 x  + 2 у  + z  = I;

fx + 2 .y -z  = 0 , 
[3x~5y+2z  = 0;

x  + 2 y  + 2 = 2 , 
2 x  + у  + 2 = 1, 

x + y  + 2 z  = 2;

2 x - 4 > >  + 92  =  28,  i 2 x  + у  = 5, 
7 x  + 3 y  -  6 z  -  -  I, ■ x + 3 z — 16, 
7x  + 9>> -  9z = 5; 5 > > - 2  = 10.

Коримустшриюнаи 1.3.1.
Сумма ва ф ар^ ду матрисаро ёбед:

а) А =
1 - 2  5

,4  - 5  6

б). Досиди зарби матриса*оро ебед:

1 2 - 3  
4 0 - 1

\,В =
3 0 - 1  

7 8 9

' 2  - Г ' Г
3 - 4 ; ( 4 - 5  6). 3

~ 5,
Г4Ч

6

ч*,

( - 3 - 2  1); ;:ЭС
в). Матрисаи баръакс ёфта шавад:

4 6 
3 5) (

3 2
4 3

( \ 1 Г
4 5 6 1

10 оо V

2 1 3
7 3 10

15 6 20



Корт мустацилонаи 1.4.1.

Табдилдихии ортогоналиро ёбед, ки шакли квадр 

гирад:

l)F (x , , х2, х3) = х \  + 2х 3 - 4 х , х 2  + 4х,х 3  

2 )F (x t , х2, х3) = 1 lxj2 + 5 х \  + 2х \  + 1 6х,х2 + 4х,х 3

^авоб^о:

КМ 1.1.1.
1) 9, -6, 0, 31, 32 ,9 , 10.

2) -4, -5, 18, 5, -2, -14, 4, 0.

К М  1.2.1.

1) (-3,2); (1,-3); (5,-4); (5,-4); (0,2); халнадорад.

2) (-2t, 7t, 4t,); (2t, 3t, 0); (0, t, 3t,); (t, 5t, 1 It,).

3) ( “ 7 ’f ’ i ) ’ (2’ 3’ 4)’ d . 3, 5).

ICM 1.3.1.

Матритсахо:

( 4 - 2  4
1 ) A  + B =

11 3 - 3  '
. A - B  =

2
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1 2  2
1)F(xi,x2,x3) = ̂ 2 + 4у22 - 2у*,х, = - - у ,  + - у 2 + - > 3,

2 1 2 2 2 1 
= V 3’*3 = 3 * + J >;2~T>V

2 У г(* | ,*2> л' з ) = 9 .)'|2 + 1 8 ^ 2 -9_Уз,х ,  = | y t + | у 2 ~ ^ у 3,

1 2 2 2 1 2 
*2 + ^ У г  + 2 У*’Х1 = 2 У> ~ Ъ Уг +  З ^ 3'

Ю М  1.4.1.
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Боби П. Геометриям аналитики дар хамвори 

§1. Системами координатй
1.Системаи координатаи росткунчаи декартЯ. Системаи координатаи 

росткунчаи декартй дар *амворй додашуда номида мешавад, агар ду тири бо 

*ам перпендикуляр бурранда бо масштаби муайян рацамгузорй шуда ва 

ибтидои он маълум бошад.

Нуцтаи бурриши тир*о ибтидои координата ва худи тир*о тир*ои 

координатй ( тири о х , ТИрИ абсисса, тири оу, тири ордината) номида 

мешаванд. Дар гуна ну^та дар системаи координатаи росткунчаи декартй, 

яъне дар *амворй ду координата дорад - {х',у) (ниг. ба расми 2.1.1)

Бигзор, дар системаи координатаи росткунчаи декартй нуцтаи ихтиёрии 

М(х;у) дода шуда бошад. Кордината^ои он чунин муайян карда мешаванд: 

х = ОЛ, y  = OR

М(х.у)

Xj

} . . . .М2

4
М г- .З

. 2 .............. Ml

. 1

-5 -4 -3 -г -1 0 1 2  3 4 5 у

1
-2

. . .-3
№  -4 

-5

расми 2.1.1 расми 2.1.2

Масъалаи 2.1.1. Нукрга^ои зеринро дар *амвори созед (ниг. ба расми 2.1.2): 

М,(3;2), М 2(2;5), М 3(-1;3), Л/4(-2;-3).

2. Масофаи байни ду ну^га дар *амворй. Бигзор нуцта^ои М, (*,;>>,) 

ва М 2(х2;у 2) дода шуда бошанд (расми 2.1.3):
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о А В

Расми 2.1.3.

Аз нуцтанои М ] ва М г ба тарной координатй перпендикулярно 

мефарорем. Он го* (ОВ)= X 2 ,(ОА)= * , ,(АВ)= * 2 -  х, .Айнан

Масъалаи 2.1.2. Масофаи байни нуцтацои М |(3;8), ва М2(-5;4)-ро 

ёбед.

Хал. Барои ёфтани масофаи байни нуцтанои М , ва М 2 аз формулаи

d — |Л/|Л/2| — -J(— 5—З) + (l4-8) — •>/64-1-36 — 10 вохид.

Масъалаи 2.1.3. Дарозии тараф^ои секунда, ки цулла^ои А=(-3;-3), В(- 

1;3), С (11 ;-1) аст, ёфташавад.

Хал. Барои ёфтани дрозии тараф\ои секун^аи ДАВ С аз формулаи 

масофаи байни ду нуцта истифода мебарем:'

(ДЕ)- У 2 У\ ■ Аз Ш , М гС  дар асоси теоремаи Пифагор ^осил мешавад:

IMjMjI — d  yj{x2 л:,) + ( у г J^i) Дар ин но масофаи байни нуцтанои 

М \ М 2-ро бо d  - ишора кардем.

истифода мебарем

|лв| = д/(-1 + 3)" +(3 + 3)2 = л/4+ 36 = V40

|/(C| = V(ll + 3)J + ( - l  + 3)2 = Vl96 + 4 = V200
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|fiC| = V(ll + 02+ ( -1'-f3)2 =Vl44+l6 = Vl60

З.Тацсими порча ба нисбати додашуда. Бигзор, нуктанои М§ (дг, ) ва

М2 [х{,Уг) дода шудаанд. Координатами нуктаи ро бо

3 IMj MI
нисбати додашуда “ IM2MI ёФта шаванд: (раемн 2.1.4).

Аз геометрияи мактабй маълум аст, ки порчаи хаткой рост, ки дар байни
|М1М| , _  |АВ|

хатнои рости параллели чойгиранд, мутаносибанд б худ
|М2 М| IBCI

Азин 40 Я =
х - х ,

Аз ин баробари абссисаи нуктаи М-ро меёбем:

X = "
x t +Лх2

1 + А

Айнан ординатам нуктаи М ёфта мешавад:

У\ +
1 + ЯУ='

Агар нуктаи М  порчаи М {М 2 -ро ба кисмнои баробар таксим намояд 

( Я = 1 ), он гон Носил мекунем.

х1 +х2
X = v = 2i ± A  

'  2
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Масъалаи 2.1.4. Охир^ои порчаи АВ: А(-2;5), В(4;17) дода шудаанд. 

Дар порчаи АВ  нуцтаи С  гузошта шудааст, ки масофааш аз нуцтаи А ду 

маротиба зиёдтар нисбат ба масофа аз В  мебошад. Координатами нуцтаи 

с{ х ;у )  муайян карда шаванд.

3{ал. Маълум аст, ки АС  = 2 СВ пас Я = = 2,
ВС

Даринчо х,=-2, У\ =5, *2=4, У2= 17.

5 + 2-17 , ,у  = —.... =13,
1 +  2 '  1+2 

аз ин чо С(2; 13).

Масъалаи 2.1.5. 1*улла*ои секунчаи AABC  дода шудаанд: А(4;1), 

В(7;2), С(-5;-8). Дарозии медианаи аз цуллаи А фаровардашуда ва нуцтаи 

бурриши медиана*о ёфта шавад (расми 2.1.5).

расми 2.1.5.

3£ал. Координатами нущ-аи бурриши медианаи аз цуллаи ба асос 

фаровардашударо меёбем, маълум аст, ки А=1 мебошад.
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d=|AMj =  y f ( 4 -  1)2 +  (1  +  3 )2 =  V T + 1 6  =  ^25=5.

Акнун нуцтаи бурриши медиан axopo меёбем. Азбаски медианахои секунча 

дар нуцтаи бурриш нисбати Ъ 1 -ро доранд, яъне Я = 2  пу«;таи бурриш

Нуцтаи бурриши координатахои медианацои секунчаи додашуда X = 2 ,

4.Системаи координатаи цутбй. Мавкеи нукта дар системаи координатаи 

кутбй дар хамворй, масофа аз цутби О  то нуцтаи М  ва кунчй в ,  ки 

порчаи О М  бо тири цутб ОХ -ро ташкил медицад, муайян карда мешавад. 

Кунчй в  мусбат шуморида мешавад, рангами хисобкунй аз тири цутб ба 
муцобили ацрабаки соат гирифта шудан.

Агар дар системаи координатаи росткунчаи декартй тири ОХ.ро бо тири 

цутб равона кунем, он го* координатахои росткунчаи X ва У бо

координатахоицутби рва в  чунин муносибат доранд:

медианахо Д  (jc, ;  у , )  аз формулаи тацсими порча ба аяюбаш маълум 

муйян карда мешавад

1+Х  1 +  2  3 '

x=poas6, y=psmd-,
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Масъалаи 2.1.6. К о о р д и н а т а м и  нуктаи М(1;-л/3) дода шудааст Р ва в  - 

ро ёбад, агар цутб бо ибтидои координата намчоя бошад ва тири цутбй бо 

раяиши ыусбати тири ОХ равона шуда бошад.

Хал. Аз таносуби байни координатами декартй ва нутбй истифода бурда 

з^осил мекунем:

cos 9=-f=X = - ,  s in 0 = -T = £ =  = ——,
4 7 7 /  2 2

р = ^ х '  +уг = J l2 + { S j  =2

Аз ин чо цосия мекунем.

<?=arcsin ~  f л -

Нуцтаи М дар чоряки чорум мехобад.

Масъалаи 2.1.7. Координатам*1 росткунча (*,.у) ёфта шаванд, агар тири

цутбй бо тири ОХ равона карда шуда бошад ва нуктаи М(2 л/2; —) бо
4

координатами цутбй дода шуда бошад.

Зтг r-f V2I  
Хал. Хосил мекунем х = 2V2 cos—  = 2V2 — — I = -2 ,

y=2\/2sin — = 2 4 2 =  2.
4  2

Хамин тавр, х = —2, у  = 2 мебошад.

5-Хисоб намудани масо^ати секунда. Бигзор, М] M2(.t , ; у ,) ,

М3 (*,;>>,) муллами секунча бошанд. Он гон масонати секунча бо 

формулаи зерин нисоб карда мешавад:

S = ± -  
2 *2 “ *з У2 -У 3
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Агар *ар се нуцта дар як хати рост хобанд, онго* масо^ати секунча ба сифр 
баробар аст:

*i - X ,  = У, ~Уг 

хг ~ хг Уг -У з

Мисоли 2.1.8. Нуцта*ои М |(5;-2), М 2(-3 ;6), Мз(0;3) дар як хати рост 

мехобанд;
1 О - 2 - 3 5 - 5

- 3 - 0 6 - 3 - 3  3

Масъалаи 2.1.9. Масо^ати секунчаи цулла*оияш А(-2;2), В(-1;5), С(4;8) 

буда ёфта шавад.

3{ал. Аз формулаи дар боло овардашуда истифода мебарем

S  = ±1 [(-1 + 2X8 -  2) -  (4 + 2X5 -  2))] = 6.

§2.Хат*ои рост дар эрмворй
1.Муодилаи хати рост бо коэффисиеши кунчй. Бизор, дар системаи 

росткунчаи декартй ягон хати рост дода шуда бошад. Тангенуси кунчи байни 

хати рост ва тири ОХ коэффисиенти кунчи ин хати рост номида мешавад. 

Муодилаи хати ростро *ангоми муайян будани коэффисиенти кунчй ва 

бузургии b тартиб медике м:
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Координатами ну^таи М  -ро бо тагирёбанда*ои х ва у ишора мекунем. Аз 

(расми 2.2.1) маълум аст, ки агар нукгаи М{х,  ̂ )дар хати рост хобад, пас

tga=k=¥-^- ё V=kx+b.
х

Муодилаи У=кх+Ь муодилаи хати рост бо коэффисиенти кунчй номида 

мешавад. Дангоми *осил намудани ин муодила шарт карда мешавад, ки 

хатти рост бо тири оу параллел намебошад. Агар хати рост бо тири 

оу параллел бошад, он го* муодилаи он х=а мешавад.

2. Муодилаи умумии хатш рост. Муодилаи умумии хати рост нисбат ба X 

ва у дар *амворй чунин намуд дорад

Ах+В)Н-С=0,

ки дар ин чо А, В.С -ададаои доимй буда, X , у  -координата*ои чорй 

мебошанд. Бигзор, В=£0 бошад, он го* *ар ду тарафи муодиларо ба В 
тацсим намуда, *осил мекунем:

А с  ,„ . , Л , Су  = ---- х ----- = кх + о, к  -- ----- , b = ----- .
В В В В

Дар ин *олат муодилаи хатти рост бо коэффисиенти кунчй *осил мешавад;

1 ) Агар С=Обошад, пас Ах+Ву = О хати рост аз ибтидои системаи 

координата мегузарад.

2) Дангоми В = Обудан Ах+С = 0 хати рост бо тири оу параллел 

мешавад.

3) Дар холати А — (Убудан хатги рости В у + С = 0  бо тири ОХ 

параллел мешавад.
4) Муодилаи хатги роста аз нуцтаи додашуда гузаранда. Бигзор, нук;таи 

Ьфо'-Уа) дода шуда бошад, коэффисиенти кунчи к  равиши хати ростро

муайян мекунад. Муодилаи хати рости аз нуцтаи гузарондаро

тартиб меди*ем.
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Дар хати рост нуктаи М Х’У)ро мегирем:

Маълум (расми 2.2.2) аст, ки 1&а ~
У~Уо
х - х п

= к , аз ин 40 з(осил

мекунем:

У-Уо =*(*-*о)

5. Муодилаи хата роста аз ду нуктаи додашуда гузаранда. Бигзор,

нуцтанои Щ (Х\’У\) ва М г{х2',у^) Дода шуда бошанд. Муодилаи хати

рости аз ин нуцта^о гузарондаро тартиб дихед. Коэффисиенти кун^и к  

дар ин холат чунин муайян карда мешавад:

tga= k = ^ L

Ь^имати коэффисиенти кун^иро дар муодилаи хати рости аз як нуцта 

гузаранда гузошта, муодилаи хати рости аз ду нуцта гузарандаро хосил 

мекунем;

у - у ,
*2 *2

У-У\ Х - Х ,

ё У2-У\ *2~*1

Масъалаи 2.2.1. Муодилаи хати рости аз нуцтаи М0(2;4) гузаранда бо 

коэффисиенти кун^и к = 3 тартиб дода шавад.
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Зал. Аз муодилаи хати рости аз як нукта гузаранда истифода бурда, 

Носил мекунем:

у - 4  = 3 (х -2 ) ё у - Зх+2 = 0.

Масъалаи 2.2.2. Муодилаи хати рости аз нукггцои М(-1;3) ва N(2;5) 

гузарандаро тартиб динед.
Зал. Дар асоси муодилаи хати рости аз ду нуцта гузаранда н°сил 

мекунем:

Z z ^ = £ ± !  3 (y -3 )= 2 (x + ty  3 y - 2 x - l  1=0. 
5 -3  2+1 2 3 ^

6. Муодилаи хата рост дар порчано. Бигзор, намай коэффисиентнои муодилаи 

хати рост аз сифр фарк; кунанд яъне А=£0, В=£0, С=£0 ва он муодиларо бо

х у _  _ _ С  , _ С
намуди а + Ь овардан мумкин аст, ки а ~  ^  ’ g  мебошанд.

Ин муодила муодилаи хати рост дар порчано ном дорад.

Аз геометрияи мактабй маълум аст, ки аз ду нукга танно як хати рост 

мегузарад. Барои намин сохтани хати рост, бо истифода аз ин муодила, 

нуллай мебошад. Барои сохтани хати рост кифоя аст: Зангоми JC = 0 , 

У = Ь ва У = 0 , X=а - ро ёбем.

Масъалаи 2.2.3. Муодилаи хати росте, ки аз нуктаи М(1;1) мегузарад ва 

бо тирнои координата бурида шуда, масонати ду вониди квадратиро чудо 

мекунад, ёфта шавад.

Зал. Азбаски хати рост аз нукганои М(1;1) мегузарад, бинобар ин 

координатанои ин нуцта муодилаи хати ростро цаноат мекунанд:
1  1  _
“  +  , — 1  ё a + b  = ab.
з о

Масонатисекун^аиносилшуда = —a b — 2 ё аЬ = ±4.

Замин тавр, системаи ду муодилаи ду номаълумаро носил кардем:
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Системаи муодилахои хосилшударо ^ал мекунем:

а) b — 4 — a, а(4 -  а) = 4а -  а2 = 4, . а, = 2, = 2 

Ь = - 4 - а ,  а(4 + а) = 4, а 2 + 4 а - 4  = 0, о 2 = - 2 + 2-J l -

б ) о3 = -  2 - 2 л/2 , й2 = -  2- 2 V2 , А3 = - 2  + 2 л/ 2  •

Шарти масъаларо се хати рост цаноат мекунанд:

* * х . У-  + £  = 1
2 2 ’ 2л/2 - 2  - 2 - 2 Л

= 1, = 1.
Ю - 2 - 2 ^ 2 Т 2 ^ 2 - 2  

Масъалаи 2.2.4. Муодилаи хати рости аз тирхои координат порчахои

0 = 3, 6 = 4 -ро мебуррад тартиб дихед.

Хал.

-  + ̂  = 1,
3 4

Ии муодиларо дар намуди умумй чунин навиштан мумкин аст:

4х + Зу -12  = 0

7. Кунчй байни ду хати рост. Бигзор, ду хати рост дода шуда бошанд, кунчй 

байни онхоро бо <р ишора мекунем. Бо <Р\ ва <р2 кунчй байни ин хатхоро бо 

тири ОХ ишора мекунем. (расми 2.2.3).

Расми 2.2.3.



Бо к\ ва к2 мувофщан коэффисиентн>ои кунчи хат*ои рости Li ва Ьг-ро 

бо тири ОХ ишора мекунем. Он го* *осил мекунем (нигар ба расми 2.2.3):
t g p 2 ~ г3 ^ 1

tg^-tg ( ^ 2 — (fix IF

азбаски Ki=tg^>i, K2=tg<p2, бинобар ин,

__ K2-K i 
^  мешавад.

Агар муодилахои хат*ои рост ба намуди умумии

A\X + Bsy  + C\ = 0, А2х + В2у  + С2 = О дода шуда бошанд, он го* кунчи

байни ин хат*ои рост бо формулаи зерин *исоб карда мешавад:
=  А1Зг -Д г В1 

щЧ АгАг+В^з

Долат*ои хусусй:

1) Агар яке аз хат*ои рост бо тири оу параллел бошад, он го* коэффисиенти 

кунчи вай ба беохир баробар мешавад, ки дар ин *олат ин формула маъно 

надорад. Кунчи байни ин хат*ои рост бевосита *исоб карда мешавад.

2) Агар хат*ои рост параллел бошанд, он го* кунчи байни он*о ба сифр 

баробар аст. Пас, tg =0 аз ин 40 мешавад.

_ п
3) Дангоми перпендикуляр будани хат*ои рост кунчи байни он*о V -  ~  

мебошад, бинобар tgф — 00. Дар ин *олат махрач l+Ki.K2 ба сифр баробар

к2

рост мебошад.
4) Дар *олати умумй тангенси кунчи байни ду хати рост бо формула*ои

мешавад, яъне к х -к2 — — 1, К ^  шартй перпендикулярии ду хатхои

к 2 - к , л - А Л
1 + к ,к 2 ё tgP

А а 2 + ВХВ2

муайян карда мешавад.
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Масъалаи 2.2.5. Кунчи байни хаткой рости у —2х+5т  у= -3*4-1 муайян 

карда шавад.

Зал. Дар формулаи t g ^ ~

гузошта, носил мекунем:

К2 ~  *| 
1 + к ,к2 Ро

~ 3 -  2 - 5  _л-
*6  ̂ 1_2*3 —5 яъне ^ ~ 4  ме®ошад-

Масъалаи 2.2.6. Хати рости 2х + Зу + 4 = 0 дода шудааст. Муодилаи 

хати рости аз нуктаи М(2; 1) дар зери кунчи 45° бо хати рости додашуда 

гузарандаро тартиб динед.

Зал. Азбаски дар шарти масъала гуфта нашудааст, ки нисобкунй аз 
кадом хати рост сурат мегирад, бинобар ин масъала ду нал дорад:

к = - -О 1 ^ 5 = 1, кг - коэффисиенти кунчи иомаълум, он

2к,  + —
3 1

гон 5 = * ■ Аз ин ч° ^2= — ва У~  1 = —( х - 2 )
1 ~ - к 2 5 5

3 2

ё х - 5 у  + 3 = 0

_ _ 2  _ 0
2) 2  ̂ ^ - 1  ky -коэффисиенти номаълум

2
------ к,

3
2 Аз ин чо £ , = - 5 ,  у  - 1  = -5(х  -  2) ё 5 + у  —11 = 0.

Масъалаи 2.2.7. Нишон динед, ки хатнои рости 4х — 6у  + 7 = 0 ва 

20л- 3 Оу 11 = 0 параллеланд.

Зал. Зар ду муодиларо ба намуди коэффисиенти кунчй менависем:



аз ин 40 К]~К2 мебошад.

Хаткой рости додашуда параллел мебошанд.

4. Муодилаи нормалии хата рост. Бигзор, ягон хати рост дода шуда бошад. Аз 

ибтидои координата ба ин хати рост, хати рости перпендикулярй 

мегузаронем. Бигзор, А нуктаи бурриши ин ду хатхои рост бошад. Бо

p = N  - дарозй ва ОС -  к у н ч й  байни нормали гузаронида шуда бо тир ох-ро

ишора мекунем.

Расми 2.2.4

Дар ин хати рост нуктаи ихтиёрии М(х;у)-ро мегирем (расми 2.2.4), пас 

х  = \ОМ\ cos tp, у  = \ОМ\ sin <р,

р= \0А =̂ |0A/|cos(a:-<р) = |OMjcosa cos^+ |OAf|sinasin^ -  Jtcosa+ ysina,

x  cos a  + j ’sin a  -  p  = 0 муодилаи нормалии хати рост мебошад.

5. Масофаи аз нуцта то хати рост. Бигзор, муодилаи умумии хати рост 

Ах+Ву+С=0 дода шуда бошад. Масофаи аз нуктаи М  0(х 0; у 0)  бо хати

ростро хисоб кардан лозим аст. Барои ин, аз нуктаи М  0 (дг0; у 0) бо хати 

рости додашуда перпендикуляр мегузаронем ва масофаи аз нуктаи Мо то 

хати ростро бо d-ишора мекунем. Масофаи аз нуцтаи М 0(дс0;_у0)то хати 

рости додашуда бо формулаи
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j  _  И*о + ВУр + C\
4 7 T W

*исоб карда мешавад.

Масъалаи 2.2.8. Масофаи аз нуцтаи Мо(2;3) то хати рости 

4x+3y+8=0 ёфта шавад.

Э(ал. Аз формулаи масофа аз ну^та то хати рост истифода бурда *осил 
мекунем

J_ |Ах о + By о + G* | |4 • 2 + 3 • 3 + 8| |8 + 9 + 8| 25 

-J A 2 + В 2 -Ja 2 + З2 ~ л/16 + 9 5

Масъалаи 22.9. Масофаи аз нуцтаи (Мо1 ;2) то хати рости 20х-21 у- 

58=0 ёфта шавад.

%ал. Досил мекунем

А _ |20 -I -2 1  - 2 - 58) _ \20 -  24 - 58| |-8 0 | 80 

л/202 + 212 л/400 +441 ~ л/ЙТ ~ 29 '

Масъалаи 2.2.10. Нуцтаи бурриши хатхои рости Зх-2у+ 1= 0 ва 2х+5у- 

12= 0-ро ёбед.

ф л . Барои ёфтани нуцтаи бурриши ин хаткой рост системаи муодилахои

хал мекунем. Ин системаи муодила*оро табдилдихй намуда, хосил мекунем:

Злг — 2_и + 1 = 0 

2х + 5 у - 1 2  = 0 'Р°

З х - 2 у  = 1 
2х + 5у = 12.

Акнун бо усули Крамер хал менамоем:

3 - 2 1  
Д= =15 + 4 = 19,

2 5

А
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Д =
3 -1
2 12

= 36 + 2 = 38,

х = - ^  = — = 1, у = ^  = Н  = 2.
Д 19 * Д 19

Хаткой додашуда дар нуктаи М( 1 ;2) якдигарро мебуранд.

Масъалаи 2.2.11. Муодилаи хатги рости аз нуктаи М (-2;-5) гузаранда ва

бо хати рости Зх + 4у  + 2 = 0 параллелро тартиб ди^ед.

Хал. Муодилаи додашударо нисбат ба у ифода мекунем:

3------1 у  = ----X  .
4 2

3
Маълум аст, ки коэффисиенти кунчии ин хати рост к= - — мебошад. Акнун

муодилаи хати рости аз як нуцта гузарандаро истифода бурда, х°сил 

мекунем:

у-(-5) = - — [л: -  ( -2 )] . ё худ Здс + 4у + 26 = 0

3
Коэффисиенти кунчии нарду хати рост баробараид ба К|=К2=~ j  бинобар

ин, хатхои рост параллел мебошанд.

Масъалаи 2.2.12. Кулланои секунла дода шудаанд:

А(0;1), В(6;5) ва С(12;-1). Муодилаи баландии секунча, ки аз куллаи С 

фароварда шудааст, тартиб дода шавад.

Хал. Муодилаи тарафи АВ-ро тартиб мединем. Азбаски координатами 

нуктанои А ва В маълуманд. Муодилаи тарафи АВ -ро намчун муодилаи 

хати рости аз ду нуктаи додашуда гузаранда тартиб мединем: 

у - 1 х
5 -1  6 ё 2 х -3 у  = 0

2
Аз муодилаи носилшуда маълум аст, ки коэффисиенти кунчй ба — баробар

аст. Хати рости ёфташуда ба баландии аз куллаи С фаровардашуда
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перпендикуляр мебошад. Бинобар ин, коэффисиенти кунчй хати рости

3
баландй ба ~ — баробар аст. Муодилаи баландии матлубро тартиб меди^ем:

у + 1=— (х-12) е 3х+2_у-34=0

Масъалаи 2.2.13. Масофаи байни хаткой рости параллелй

3х  + у  — 3"JlO = 0 ва 6х  + 2у  + 5VH) = 0 -ро ёбед.

Хал. Маълум аст, ки коэффисиентхои кунчии ин хаткой рост 

баробаранд, аз ин ч° °н*° параллел мебошанд. Масъала чунин аст: муайян 

намудани масофа аз ягон нуцтаи хати рост то хати рости дигар. Масалан, дар 

хати рости якум, фарз мекунем, ки х  = 0 аст, он гох з^осил мекунем:

У= Зл/Го. Хамин тавр, нуцтаи М(0;3л/Г0) дар хати рости якум мехобад. 

Масофаи ин нуцтаро то хати дуюм муайян мекунем:

, (б-0+2-3-УГо+5л/Го) llVTo 11а = J---------г -  --------<■ = — = -  = — = 5,5.
л/36+4 2V10 2

Масъалаи 2.2.14. Муодилаи хати рости аз нуцтаи М(5  ;1) гузаранда ва бо

хати рости 2х+ у = 0 кунчй 45° ташкилкунандаро тартиб ди^ед.

Х*л. Бигзор, коэффисенти яке аз хаткой рост к бошад. Коэффисиенти

хати рости додашуда ба -2 баробар аст. Азбаски кунчй байни ин хаткой рост

ба 45° баробар мебошад, пас

tg 45° = = 1, ё 1-2А=А+2 А=— .
1 — 2лс 3

Хамин тавр, коэффисиенти кунчии хати рости дуюмро муайян намудем.

Муодилаи хати рости дуюмро тартиб меди^ем, *амчун хати рости аз нуцтаи

Л^(5;1) гузаранда бо коэффисенти кунчии -  j :

У~  1= ~ 'jC* — 5) ё худ х + Зу — 8 = 0

60



Масъалаи 2.2.15. Ду цулла*ои муцобили квадрат дода шудаанд А(1;3) ва 

С (-1; 1). Муодилахои тарафно ва диогнал^ои онро тартиб ди^ед.

3{ал. Муодилаи диогнапии АС  -ро тартиб меди^ем: 

х - \  _ у - 3
- 1 - 1  1 -3

х - ]  = у  — 3, х  — у  + 2 = 0, £ = 1.

Расми 2.2.5

Коэффисиенти кунчии АВ -ро меёбем (ниг. ба расми 2.2.5):

tg 45° = 1 =
1 + К м:-К АН

о

Маълум аст, ки АВ//ДС//ОХ, АД//ВС; АД -L О Х , ВС-ЮЛ', шартдои 

параллели ва перпендикулярии хаткой ростро истифода намуда, носил 

мекунем:

АВ: у-3=0, ДС: у -1=0, АД: х-1=0, ВС: х+1=0, В (-1;3), Д (1;1), 

х  + \ _ у - 3
аз ин чо 1+1 1 -3

е х + у - 2= 0 .

§3. Хащои ка̂ и тартиби ду
Муодилаи умумии хати качи тартиби ду дар намворй чунин намуд дорад: 

АХ 2 + Вху + Су 2 + Дх + Еу + F = 0,

ки дар ин чо А, В, С, Д, Е, F -  ададнои доимй буда, коэффисиентнои муодила 

номида мешаванд, х , у  -  координатами чорй мебошанд.
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Дар ин мавзуъ хаткой качи тартиби ду: давра, эллипс, гипербола ва парабола 

омухта мешаванд.

1. Давра. Дар геометирияи аналитики харгуна хат хамчун чои геометрии 

Hyijraxo тасаввур карда мешаванд.

Давра гуфта мачмуи нукта^оеро меномем, ки аз ну^таи

А /0(х0;_у0)дар якхел масофа чойгиранд. Нуцтаи М  0(х0; у 0)  марказ 

ва масофа аз марказ то нуцтахои сархадиро радиус меноманд, радиусро бо 

R-ишора мекунанд. Бигзор, М (х;у) нуцтаи ихтиёрии давра бошад, он го*

R = \МйМ\ мешавад:

Аз формулаи масофаи байни ду нукрга истифода бурда, *осил мекунем:

\МйМ\ = yJ ( x - x 0f  + ( у - у 0 )2 = /? .

Дар ду тарафро ба квадрат бардошта, *осил мекунем

{ x - x 0f  + { у - у 0)2 = R 2, (2.3.1)

ки дар ин 40 Хо, Уо ~ координатами маркази давра, х,у -  координата*ои 

Чорй ва R -  радиуси давра мебошанд. Баробарии (2.3.1)-ро муодилаи умумии 

давра меноманд.

Дар *олати хусусй, агар маркази давра дар ибтидои (хо=уо=0) системаи 

координата хобад, он го* муодилаи давра чунин намуд дорад:
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X 2 + y 2 = R 2 (2.3.2)

Дар (2.3.1) цавсцоро кушода хосил мекунем, ки муодилаи давра ба синфи 

муодилахои дарачаи дуюм мансуб мебошад:

х 2 + у 2 -  2х0х  -  2 у 0у  + ( х 2 + у 2 -  R 2) = 0.

Масъалаи 2.3.1. Марказ ва радиуси давраи х 2 + у 2 - З х  + 2 у - ]  = 0 -ро 

ёбед.

Хал. Барои марказ ва радиуси давраи мазкурро ёфтан аввало ба намуди 

(2.3.1) навипгган лозим аст ва аз ин ифода квадратй пурра чудо менамоем:

х2 +у2 -Зх+ 2у-\  =х2 ~2^х+ 

Аз ин чо хосил мекунем:

-  — + у  + 2 у + 1 - 1 - 1 =  лс— 
12J 4 i  2

+(v+ 0= - ^ = o .

(■*- l>5)2 + (^+1)2 = ~  ,  (дс-1,5)г + (^  + 1)=

Яъне координатахои маркази давра *0 = 1,5 у 0 = — 1 ва радиуси он

Я = -^ ~  мебошанд.

Масъалаи 2.3.2. Муодилаи давраи аз нуцтахои А(5;0), В(1;4) гузаранда 

ва марказаш дар хати рости х  + у  -  3 = 0 чойгиршударо тартиб дихед.

Хал. Бигзор, маркази давра С(а;б) бошад, аз шарти масъала маълум аст, 

ки АС=ВС= R. Пас

(а -  5)2 + Ь2 = (а - l)2 + (b — 4 )2 мебошад.

К,авсхоро кушода, хосил мекунем а = 1 + b .

Аз тарафи дигар, a i Ь дар хати рости додашуда мехобанд, яъне 

кимати а  - ро зузошта, хосил мекунем:

1 + 6 + 6 = 3, 2Ь = 2, Ъ — 1, пас а — 2.
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Маркази давра дар нуктаи С(2;1) мехобад. Масофат байни нунрганои

И с |  =  Л мебошад. Аз формулаи масофаи байни ду нуцта истифода карда,

меёбем:

|ЛС|= Л = V(5-2)2 + 12 =л/з2+1=7Г 0.

Акнун муодилаи давраро тартиб медн^ем (дс-2)2+(у-1)2=Ш 

2-Эддипс. Эллипс гуфта чои геометрии нуктанои хамвориро меноманд, ки 

еуммаи масофгщояшон то ду ну^гахои додашудаи фокус номидашавандаи 

Fi >^2 бузургии доимй мебошад ва онро бо 2а  ишора мекунанд:

Расми 2.3.1

Талаб карда мешавад, ки доимУ 2 а  аз масофаи байни фокус^о зиёд бошад.

^р о и  носил кардани муодилаи эллипс ибтидои координатро дар 

миёначои порчаи F 1F2 мегузорем. Он гон Fi, F2 мувофицан координатами 
(с;о) ва (-с;о) дорад. Бигзор, М(х;у) нуктаи ихтиёрии эллипс бошад. Аз 

таъриф маълум аст, ки \MF , j + JMF г | = 2 а ё худ

V(* ~~с) + У  +-\j(x+c)~ + у 2 — 2а мебошад (ниг. ба расми 2.3.1).

Нуктаи М(х;у) Намон вант дар эллипс мехобад, к и  координатанои он

муодилаи

VC*-  с )  + У + л/С*- + с ) + у 2 —2а  - ро цаноат кунонанд. 

Акнун ин муодиларо содда мекунем
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у](х - с)2 + у 2 = 2  a -  j ( x  + c)2 + у 2,

( x - c ) 2 + у 2 = 4 a 2 -  4a ^ (x  + c)2 + y 2 + (x + c)2 + y 2,

x 1 -  2xc + c 2 = 4 a 2 -  4ayf(x + с ) 2 + y 2 + x 2 + 2cx + c 2,

-  4 xc = 4 a 2 -  4 а-удх+• с )2 + у 2

xc+a1 =chj{x+cf +У2, 

c2x2 +2сагх+а4 =a2(x2 +2cx+c2)+y2 

(a2- c 2)x2=a2 c2+ y2a2- a A 

(a2 - c 2)x2 +a2y 2 = -a2c+a4

( 2 2 \ 2 ■>*' *» / •у \a - c  pc +a~y~ = a~\a~ -  с j, 

а2 - с 2 - р о б о  b2 иш ора мекунем (a> c);bV  +агу г = a2b:

Харду тарафи баробарии охиронро ба а b тацсим намуда, *осил 

мекунем:

х 2 у 2
* - + 4 - = 1 . (2.3.3)а '  Ь~

Ин муодилаи намуди оддитарини эллипс мебошад. Ададхои а  ва b 

мувофицан нимтир^ои калон ва хурди эллипс номида мешаванд. Адади

в —— (е < 1 с = л/о2 - Ь 2)
/7 '  ' э к с с е н тр и с и те ти  э л л и п с  ном ида мешавад.

Радиус вектори фокалии эллипс чунин ифода карда мешавад: г1= а - е х -

радиуси вектори рост, гг =о+£Х. радиуси вектори чап.

Масъалаи 2.3.3. Муодилаи эллипсе тартиб дода шавад, ки аз нуцтаихои

М
5 . Л П  
2 ’ 4 BaN -  2 , VTJ"

гузарад.
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х 2 у 2УХал. Бигзор, муодилаи эллипс матлуб — ~  + Т Т  = 1 бошад. Ина о

муодила бояд координатахои нуцтанои додашударо каноат кунонад. 

Координатахои нуцтахои М ва N -ро гузошта хосил мекунем:

25 , 3 4 3 ,
' +  -  . •> -  1 ИЯ “ V  +  ——г  =  1 •

4 а 2 8Ъ2 ва а 2 5Ь
Аз ин чо меёбем:

200 Ь 2 +12 а 2 = 32 а 2b 2 ва 20 Ъ 2 + З а 2 = 5а 2Ъ2 

Системаи зерин хосил шуд:

( З а 2 +50  Ъ2 = S a 2b 2 

[ З а 2 + 20 6 2 = 5 а 2Ъ2.

Системаро хал мекунем:

ЗОЙ2 = З а 2Ь 2 , а 2 = Ю , ь2 =-1-3-10 = 1.
10

1^иматхои а  2 ва Ь 1 -ро дар муодилаи эллипс гузошта, хосил мекунем:

* 2 2 ,---+ V =1.
10 *

Масъалаи 2.3.4. Дарозии тирхо, координатахои фокусхо ва экссентристети 

эллипси х 2 + 4 у 2 = 16 -роёбед.

Хал. Муодилаи эллипсро менависем:

4 2 2 2

Аз ин чо 2а = 2 • 4 = 8, а = 4, 2Ь = 2-2 = 4, b = 2 он гох 

с2 = c t- h 2 =16-4= 12 

Координатахои фокусхои эллипс чунинанд: /г,(2л/3;о), F2(-2-\/3;o),



X2 /

мерасад. Координатахои нуцтаи расишро ебед.

Хал. Харду муодиларо ^ам^оя ^ал мекунем:

Масъалаи 2.3.5. Хати рости 2х-5у-30=0 ба эллипси ^  + ^ = 1

2*-5^=3

24г1+7У =1800‘

2 ,  у— jr-б
'  5 = 
Збг2—360t=I764

2 . у = - х - 6 
'  5

24с2+7: =1800

2 , у = - х ~ 6 
5

24с2 +75^-х2 -150^-6+36=180( 
25 5

Хдмин тавр, координатахои нуцтаи расиш N (5;-4) мебошад.

М аснми 2-3.6. Муодилаи 3jc2 + 4>>2 = 12 кодом хати качро ифода 

мекунад?

Хал. ХарДУ тарафи муодиларо аъзо ба аъзо ба 12 тацсим мекунем:

£ l + z l - ,  £ L + - z L e1
4 з * 22 (7з)2

Муодилаи эллипс ро бо нимтирцои а - 2, 6=-/3 ^осил намудем. Он го* 

с2=4-3, с=1, Fj(-1;0) ва F2( 1 ;0) фокусх,ои эллипс мебошанд.

З.Гипербола.Гипербола гуфта чой геометрии нуцтанои цамвориро меномем, 

ки цимати мутлаци фарци масофэдои онцо то ду нуцтацои канд карда шуда 

F| ва Ft бузургии доимй аст, яъне:

\MF , | -  \MF , 1 = ± 2 a ,  

ки дар ин чо нуцтаи М (х;у) дар цамворй мехобад ва а - адади доимй 

мебошад. Масофаи байни фокусцо F|F2=2c. Бигзор, М(х;у) нуцтаи

ихтиёрии гипербола бошад. Масофацои \MF х | Ва \MF21 -р0 меёбем:
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\M F,\-\M F\ = ^{x + cY + у 1 - J i x - c f + y 2 = +2a,

Муодилаи гиперболаро содда мекунем:

-J(x + с ) 2 + у 2 =л](х -  с У  + у 2 ± 2а,

(.г + с)2 + у 2 = (дг -  с )2 + у 2 + 4 а ^ ( х  -  с )2 + у 2 + 4 а 2,

х с - а 2 = ±a y j ( x  -  c f  + у 2 , (хс -  а 2)2 = a 2 [(x -  с ) 2 + у 2],

х 2с 2 -  2 са гх  + а 4 -  а 2( х 2 -  2 сх + с 2 + у 2)

х 2с 2 -  2са2х + а 4 = а 2х 2 - 2 са2х + а 2с 2 + а 2у 2

( с 2 -  а 2 ) х 2 -  а 2 у 2 = а 2 ( с 2 -  а 2 }  с 2 -  а 2 = Ъ2,

Ъ2х 2 - а 2у 2 = а 2Ъ2

Нарду тарафро ба а'Ь  та^сим намуда, муодилаи соддаи гиперболаро 
Носил мекунем:

Расми 2.3.2.
Гепербола нисбат ба тарной координата симметрЯ мебошад. Тири О Х  -ро 

дар нунтанои Ах (а;0) ва *4:(—я;0) мебурад. Нуцтанои А ] ва А2 нулланои 

гипербола номида мешавад (ниг. ба расми 2.3.2).

Порчаи А| Аг тири нанщИ ва порчаи В 1В2 тири мавнуми гипербола номида 

с _
мешаванд. Адади ~ — Е эксентрситенти гипербола номида мешавад.

68



Дангоми а = b будан гипербола баробартараф номида мешавад. Хаткой

рости ^  1 ва ^2 асимптотахои гипербола номида мешаванд ва аз 

_ + Ь
муодилахои У ~ ~ х  муайян карда мешаванд.

Масъалаи 2.3.7. Муодилаи 4л:2 - 9 у 2 =36 кадом хати качро муайян 

мекунад?
Хал. Харду тарафи муодилаи додашударо ба 36 таксим намуда, хосил

2 2

—  - 2 —  = 1 мекунем: 2 2

Нимтирхои ин гипербола а = 3, Ь =2 мебошанд.

Масъалаи 2.3.8. Муодилаи гипербола тартиб дода шавад, ки 

фокусхояш дар тири ОХ чойгиранд, симметрй нисбат ба ибтидои системаи

_ 4
координата буда, асимптотахояш дода шудаанд У -  ва масофаи баини 

фокусхояш с =10 мебошад.

_ . Ь _  4
Хал. Азбаски муодилахои асиптотахо У ~ а Х ~ мебошанд,

пас а = 3к, Ь=4к, к>  0. коэффисиентхои мутаносибй мебошанд. руимати 

а=3к Ь=4к- ро дар формулаи с =  у о2 I Ь2 гузошта, хосил мекунем, ки 

к = 2 , аз ин чо а =6, Ь= 8. Муодилаи гипербола чунин намуд дорад:

1 - 1  = 1 
36 64

*  У  - I
Масъалаи 2.3.9. Дар шохаи рости гиперболаи jg  9 нУКТаер°

ёбед, ки масофа аз фокуси тарафи росташ ду маротиба нисбат ба масофааш 
аз фокуси чап хурдтар бошад.
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Хал. Барои шохаи рости гипербола радиуси вектор /*, = а с  -  а  ва 

тарафи чап f 2 =  € х  +  а  мебошад. Мувофики шарти масъала 

£ х  + а = 2 (ех — а )  мебошад. Аз ин чо

£Х+ а  — 2 £х— 2 а ,  е х  = 3 а ,  х  = мебошад.

Маълум аст, ки а  =4, Ь=3, мебошад:

с с л/9+Тб 5е = _  = —  —  _ х  _  96 .
а 4 4 

Аз муодилаи гипербола цимати у-ро меёбем:

Хамин тавр, шарти масъаларо ду нукга каноат мекунонанд:

М|(9,6; § / Ш )  ва М2 (9,6; VU9).
5 э

Масъалаи 2.3.10. Экстсентриситети гипербола £ - 4 2  мебошад. 

Муодилаи гиперболаеро, ки аз нуктаи M(V3; 42)  мегузарад, тартиб дащед.

Хал. Маълум &ст, кн е = ё с 2 = 2 о 2 мебошад. Аз тарафи

дигар,

с2 =а~ +Ьг мебошад. 2а2 =а2 +Ь2 ё а2 — Ь2 , яъне гипербола 

баробарпаклу мебошад. Аз тарафи дигар координатахои нуктаи Mi муодилаи 

гиперболаро каноат мекунонанд:

Ш - М И - ,
Ь1 ~ о2 Ь2

Азбас ки а — Ъ мебошад,

3 2 . 1 О 2- Т - - Т  = 1» 3 - 2 = а  , а  = 1. 
а  и

Муодилаи гиперболаи матлуб чунин намуд дорад:
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x 2 - y z =l.

4. Парабола-Парабола гуфта чои геометрии нукта*ои *амвориро меномем, ки 

масофаашон то нуктаи додашудаи фокус F ва хати рости директриса 

номидашавандаи d бузургии доимй мебошад. Фокуси параболаро бо F ишора 

намуда, масофа аз нуктаи М  то хати рост директриса бо р -  ишора мекунем:

Барои тартиб додани муодилаи парабола (нигаред ба расми 2.3.3) нуктаи 

ихтиёрии м(х;у) -  ро дар парабола интихоб мекунем. Аз таърифи парабола 

бармеояд, ки \FM\ =  |МЛ| мебошад ё

R F - R F -  J H P - i

Нуктаи ихтиёрии М(х;у) *амон вакт дар парабола мехобад, ки 

координатами он муодилаи параболаро каноат кунонанд.

Барои *осил намудани муодилаилаи соддаи парабола муодилаи дар боло 

овардашударо табдилди*!' мекунем:
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( * ~ 2 г )  + у2 = [ Х + ^ )  х 2 ~ Рх + ~^- + У2 = х 2 + рх + ^ - ,  

аз ин чо у2 = 2рх мешавад ё у  — i*j2px.

Ибтидои координата нуцтаи 0(0;0) цуллаи парабола номида мешавад, р -  

параметри парабола мебошад.

р
Муодилаи директрасаи парабола х ---- у  аст.

Радиус- вектори нуцтаи М (х;у) бо формулаи г = х  + * хисоб карда 

мешавад.

Масъалаи 2.3.11. Координатахои фокус ва муодилаи директрисаи

параболаи у 2 =16х - ро ёбед. Масофаи аз нуцтаи М(1;4) то фокусро хисоб 

кунед.

Хал. Муодилаи у 2 =  16х —ро бо муодилаи парабола муцоиса намуда 

Хосил мекунем:

2р = 16, р = 8 ,  ^ = 4 .

_ р  _ .
Муодилаи директрисаи параболаи матлуб * -  ~ ----мебошад. Масофаи аз

нуцтаи М( 1 ;4) то фокусро хисоб мекунем

г  =  х  +  -=1+4=5.
2

Масъалаи 2.3.12. Муодилаи параболаи бо тири ОХ симметриро тартиб 

дихед, агар цуллааш дар ибтидои координата хобида, дарозии хордаи ин 

парабола бо тири ох  перпендикуляр ба 16 баробар бошад, масофа аз ин 
хорда то цулла ба 6 баробар мебошад.

Хал. Азбаски дарозии хорда ва масофаи он аз цулла маълум аст, бинобар 

ин, координатахои нуцтаи охири хорда М(х;у), ки дар парабола мехобад,

маълум мебошанд. Дар муодилаи парабола у 2 = 2рх циматхои х = 6 , 
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2 32у=8  -ро гузошта, *осил мекунем 8 =2р -6, 2 р ~  —  ва аз ин муодилаи

2 _ 32
параболаи матлубро меёбем. У ~ ^ х

Масъалаи 2.3.13. Муодилаи параболаи бо тири О Х  симетрй буда, ки аз 

нуктгцои М(5;4), N(15;-6) мегузарад, тартиб ди*ед.

Хал. Дар ин масъала нуктаи ч°йгиршавии куллаи парабола маълум нест, аз 

ин ли*оз, дар ин *олат муодилаи парабола чунин намуд дорад у 2 ~ 2рх + с 

с -  ягон доимй мебошад. Шартй масъаларо бо инобат гирифта, р ва с -ро 

меёбем. Нуцта*ои М ва N дар парабола мехобанд, бинобар ин, 

координатами ин нукта^о муодилаи онро каноат мекунонанд:

4 2 = 2р-5 + с, ( - б )1 =2 р - \ 5  + с.

Аз муодшкцо р ва с -  ро меёбем: 16=10р+с, 36=30р+с аз ин 40 р=1, 

с=6 .

Муодилаи параболаро тартиб меди^ем

у 2 =2 х  +6 ё у 2 = 2(х + з).
Масъалаи 2.3.14. Муодилаи чои геометрии нукта*ои аз нуцтаи F(2;0) ва аз 

хати рости у=2  дар як хел масофа чойгиршуда тартиб ди*ед.

Хал. Бигзор, М(х;у) нуктаи ихтиёрии ин бошад, пас |М>'| =  \МА\ ё

yj{x-2)2 + y 2 = J ( y - 2 ) 2 , дар кучо А(х;2) -  нуктаи бурриши

перпендикуляри аз нуктаи М ба у=2 гузаронидашуда мебошад. Муодилаи 

*осилшударо ба квадрат бардошта *осил мекунем:

{х -  2)г + у 2 = {у -  2 ) \  у  = х -  ^ х 2.

Кори муспиршонаи 2.1.1

1. Дар системаи координатаи росткунчаи декартй иуцта^ои M i(0;4), Мг(3;-

2 ) , Мз(-1 ;5), М,(3;-2), Ms(-4;-3) -  ро созед.
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2. Масо^ати секунда бо куллахои додашуда ёфта шаванд:

а) А (1; 1), В (4;5), С (13;-4)

б) А (1;1), В (2; 1+7з),С(3;1)

3. К,уллахои секунча дода шудаанд А (5;-1), В (1;7) ва С (1;2). Дарозии 

биссектрисаи дохилии аз куллаи А фаровардашударо ёбед.

4. Тарафхои секунча додашудаанд Х+у-6=0, Зх-5у+14=0 ва 

5х-Зу-14=0. Муодилахои баландихои секунча тартиб дода шаванд.

5. Муодилахои биссектрисами кунчхои байни хатхои рости Зх+4у-20=0 ва 

8х+6у-5=0 тартиб дода шаванд.

6. Ду цуллаи хамсояи пареллелограм А(-2;6), В(2;8) ва нуктаи бурриши 

диогоналхои он (2,2) дода шудаанд. Ду куллаи дигар ёфта шаванд.

7. Нуктахои А(4;3), В(0;0), С(-3;-4), Д(6 ;8), Е(3;4) дода шудаанд. 

Масофаи байни нуктахои

1)А В , 2) АС, 3)А Д , 4) ВС, 5) ВД, 6 ) ДЕ ёфта шавад.

8. Координатахои нуктаи миёнаи порча ёфта шавад, агар: 1) Mi(3;-7), 

М2(5;9),

2 ) М|(-5;-1), М2 (-3;-1), 3) М,(2;6), М2 (-8;-12), 4) М,(4;8), М2 (-4;-10), 

5)М|(1;-4), М2 (-1;4) дода шуда бошанд.

9.Бигзор, нуктахои А(6;-10), В(-2 ;4) охирхои порчаи АВ бошанд. 

Нуктаеро ёбед, ки ин порчаро ба ду кисми баробар чудо кунад.

Ю.Масохати секунча бо куллахои зерин хисоб карда шавад:

1 ) А(-2;2),В(6;2),С(4;8)

2) А (*1;5), В (4;8), С (6;2)

3) А (-3; 1), В (-2;4), С (3;7).

4) Муодилаи хати рости аз нуктаи С(4;3) ва ибтидои координата 

гузарондаро нависед.
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Кори муспцшюваи 2.2.1.

1. Кунчй байни хатхои рост ёфта шавад:

1) y  = j * - 2 ,  У  = j x  + 3 , 2)у  = j x  + 1 , у=4х-5,3) у  = j x  + 6 ,

4 
х -2 .у -6  = 0, 4) у  = —х ~ 2 ,  7дси-4j>—10=0.

2. Нишон диред, ки кадоме аз ин хатро хаткой ба ^амдигар параллеланд ё 

перпендикуляр.

1 )2 х -7 ^ + 3  = 0 2) 4дг-14^ + 1 = 0

3) 7jc + 2 y —5 = 0 4)З х  + 5 е - 2  = 0

3. Аз нуцтаи М(-2;5) хати рости ба хати рости 4* -  5у + 7 

перпендикулярро гузаронед.

4. Дар тири абсиса нуцтаеро ёбед, ки масофааш аз хата рости 

8дг +15у  +10 = 0 ба 1 баробар бошад.

5. Дода шудааст цуллаи секунча А (3;9) ва муодилаи медиана^о у-6=0, 

Зх + 4у  + 9 = 0 Координатором ду цулларои дигар ёфта шаванд.

6. Муодилахои се тарафи квадрат тартиб дода шаванд, агар маълум бошад, ки 

тарафи чорумаш порчаи хати рости 4х + Зу — \ 2 - 0  буда, охиррояш дар 

тарной координата мехобанд.
7. Масорати квадрата дар хаткой рости параллели сохташударо ёбед:

а) З х -4 у -1 0 = 0 , бдг -  8_у+5 = 0

б) 5х-12>>+26= 0, 5х-12>'-13 = 0

8. Муодилаи хати рости аз нуцтаи бурриши хатцои рости 

5x+3y+10 = 0, 15 = 0 ва ибтидои координата гузарандаро тартиб 

ди*ед.

9. Дода шудааст хати роста Зле—4_у -1 0  = 0. Муодилаи хати роста ба ин 

параллел ва дар масофаи 3 во^ид чойгирбударо ёбед.
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Кори мустакилонаи 2.3.1.

1. Координатами марказ^о ва радиусной даврано муайян карда шаванд:

а) х 2 + у 2 - 8х + 6у = 0

б) х 1 + у 2 + 10х-4>> + 29 = 0

в) х 2 + у 2 - 4 х  + 14_у + 54 = 0

2. Муодилаи давраи аз нуктахои А (7;7) ва В (-2;4) гузарандаро тартиб 

динед, агар маълум бошад, ки марказаш дар хати рости 2x - jy - 2  = 0 

мехобад.

3. Таърифи эллипсро истифода намуда, муодилаи онро тартиб динед, агар 

Fi(0;0), F2( l ; l )  фокусной эллипс бошанд ва дарозии тири калонаш ба 2 

баробар бошад.

4. Муодилаи хати рост тартиб дода шавад, агар аз фокуси тарафи нал ва
1 -1

i l  + 2 1 - i  цуллаи поении эллипси 25 ) g гузарад.

5. Муодилаи давра тартиб дода шавад, дар нолатнои зерин:

а) Давра аз ибтидои системаи координата гузарад ва марказаш дар нуктаи 

В(6 ;-8) хобад.

б)нуктанои А(3;2) ва В(-1;6) охирнои як диаметр бошанд.

в) Агар аз нуктанои М |(-1;5), М2(-2;-2) ва М 3(5;5) гузарад.

6. Муодилаи эллипс тартиб дода шавад, агар фокуснояш дар тири абстеисса 
хобанду, нисбат ба тири ОХ симметрй Буда, маълум бошад, ки:

а) Масофаи байни фокусно 2с=6 ва L=0,6.

б) Эллипс аз нуктанои A(2;V3) ва В(0,2) гузарад.

в) Нимтирнои ба 5 ва 2 баробар бошанд.

7. Муодилаи гиперболаро тартиб динед, агар фокуснояш дар тири абстсисса 
хобанду нисбат ба тарной координата симметрй бошанд ва маълумотнои 
зерин дода шудаанд:
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а) Тир*ои 2а = 10, 2Ь — 8 .

б) Масофаи фокус*о 2С = 10 ва тираш 2Ь = 8 .

Корт мусгакилонаи 2.3.2

1. Муодилаи гипербола тартиб дода шавад, агар аз нуктаи М(9,8) гузараду

л 4 г
асимптотах,ояш муодилаи у - ± ——  х .  ро цаноат кунонанд.

2. Аз нуктаи М(0;-1) ва цуллаи рости гиперболаи Зх2 - 4 у 2 =12 хати рост 

гузаронида шудааст. Нуктаи бурриши дуюми хати ростро бо гипербола 
муайян кунед.

3. Муодилаи гипербола тартиб дода шавад, агар экстсентриситети он I =2 ва
*> лдг у

фокусхояш бо фокусной эллипси ~  + ~  -  1 ^ам^оя бошанд.

4. Муодилаи оддитарини парабола тартиб дода шавад, агар фокуси он дар 

нуцтаи бурриши хати рости 4х -  Зу — 4 = 0 бо тири ОХ чойгир шуда бошад.

5. Дар параболаи у 2 = 32х нуцтаеро ёбед, ки масофааш аз хати рости 

4* -  Зу  +10 = 0 ба 2 баробар бошад.

6. Муайян кунед, ки барои кадом цимат^ои m хати рости

- 1  4.У~  2 Х гиперболаи д 36 -ромебурад.

7. Муодилахои зеринро ба намуди соддатарин биёред ва расми он^оро тасвир 
кунед:

а)14х2 + 24ху + 2 \у2 -4 ^ -1 8 ^ -1 3 9  = 0;

б) 11х2 - 2 0 х у - 4 у 2 -20х-8>> + 1 =0;

в) 7х2 + 60ху + 32у 2 — 14дг — 60у  + 7 = 0;

г) 50х2 - 8ху + 35^ 2 +1 00jc — 8.V + 67 = 0;

д) 4 1дг2 + 24ху + 34у2 + 34х - 112^ + 129 = 0;
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е) 29хг -  24ху + Ъ6у2 + 82х-96_у-91  = 0;

8. Муодилаи хатеро тартиб диад, ки масофа аз )̂ ар ну^тааш то 

баробар аст ба масофаи то хати рости Х=-5.

т$авоб*о 

К.М. 2.1.1.
1. а) 31,5, б) л/3.

3. х-у=0 , 5х+3у-26=0. Зх+ 5^ -26=0  

4 .14х+14у-45=0,2х-2у+35=0 

5- С(6;-2), Д(2;-4).

6 . 1)5,2)7л/2, 3)V29, 4)5, 6)15, 7)5.

7. 1) С,(4; 1), 2)С 2 (-4;-1), 3)С 3 (-3;-3).

8 . С(2;-3).

9. 1)24, 2) 18, 3) 6 .

10. Зх-4у=0

КМ. 2.2.1.
2 . 2 ) 45°

3. 7х-4у+34=0

5.В (1;3),С (11 ;6 ).

6 . Зх-4у-9=0, Зх-4у+16=0, 4х+3у-37=0. 

7 .6,25;9.

8 . 17х+11у=0

9. Зх-4у-25=0, Зх-4у+5=0 
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КМ. 2.3.1.

1 .a ) (4;-3), 1=5, б) (-5;2), t=0 муодилаи нуцтаро муайян мекунанд

в)(2 ;-7 ),г2=-1 - муодила маъно надорад.

2. (* -3 )2 + (у —4)2 =25.

3. Зле2 + З у 2 -  2ху -  2х -  2у  -  1 = О

4. 4х + Зу + ]2 = О

5. а) ( * - б )2 + (_у + 8)2 = 100

б) (х  -  I) 2 + (у ~ 4 ) 3 = 8

в) (х -  2 )2 + (у  -  4 )2 = 25

х 2 У 2 ,
б а) 25 16 ’ б) 16 4 ’ в) 2 5 +  4

1  а 25 16 ’ б) 9 16 ’ а) 4 15

КМ.2.3.2.

,  * 2 /  ,

L  Т~н ' г N ^ ;- 3 > 3 - Т " Т 2=  ’
4. у=4х. 5. М (0;0), N (18;-24). 6. |wj > 4,5

2 2

7- a ) f o + ^ T  = l’ б)9х2 - 1 6 у 2 = 5 ;  в) х 2 - 4 у 2 = 0; Г)

2х2 +3 у 2 = - 1;

, , X2 у 2 . 1 2
д) х2+ 2/ = 0; е)— + — = 1 . 8. х = - у + у - 2
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Боби Ш. Геометрияи аналитики дар фазо 
§1. Системаи координатаи росгкун^ декартй дар фазо

1. Системаи координатаи ростхущаи декартй. Системаи координатаи 

росткунчаи декортй дар фазо додашуда номида мешавад, агар се тири ба *ам 

перпендикуляр дар як нукга бурранда бо масштаби муайян рацамгузорй 

шуда, ибтидо ва равиши тир*о маълум бошанд. Нуктаи бурриши тир*о 

ибтидои системаи координата номида шуда тири якумаш, тири абссиса (ох), 

тири дуюмаш, тири ордината (оу), тири сеюмаш, тири аппликата (oz) 

номида мешаванд. >£ар гуиа нукта дар фазо се координата (x;y;z) дорад. 

Бигзор, дар фазо нуктаи M(x;y;z) дода шуда бошад. Аз ин нуцта ба тарной 

координата ох, оу, oz перпендикуляр мефарорем. Асос^ои ин 

перпендикуляркоро дар тарной координатаи мувофикан бо Мх, Му, Mz 

ишора мекунем. Координатами нуктаи М дар системаи координатаи дода 

шуда гуфта адад*ои Х= ОМs, у  = ОМу > z  = ОМ.  -ро меномем. Нуктаи М -

ро дар фазо бо координатами (x;y;z) чунин ишора мекунем: M(x;y;z). 

Нукга дар фазо бо се ченак муайян карда мешавад (нигар ба расми 3.1.1).
%
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Расми 3.1.1
Бигзор, нуктанои Mi(Xi;yj;Z|) ва M 2(x2;y2;z2) дода шуда бошанд, он гон 

масофаи байни онно бо формулаи

d=J{x2 - х ,)2 +(у2 - у ,)2 +(z, -Z ,)2

муайян карда мешавад. Ин формула айнан ба монанди формулаи масофаи 

байни ду нукта дар намворй носил карда мешавад.

Дар нолати хусусй масофа аз ибтидои координата то нуктаи М(х,у, z) бо

формулаи d  = -yjx2 + у 2 + z 2 ,

муайян карда мешавад.

Агар порчаи байни нуктанои ;z ,) Ва М 2(х2\у2, 2.^) бо нуктаи

M fc y ,2) бо нисбати маълум чудо карда шуда бошад, пас координатами 

нуктаи М аз формулами

х, +Лх2 _ y t +Лу2 z, +Яг2

Х~ 1+Я ’ У~ 1+Я ’ 1+Я ’

муайян карда мешаванд.

Мисоли 3.1.1. Масофаи байни нуктанои М(4; -3; 5) ва N (6 ; -2; 3) - ро 

ёбед.

Хал. Аз формулаи масофаи байни ду нувр'а дар фазо истифода карда, 
^осил менамоем:

d 4 ( h  ~Х,У +(У2 - J ',)2 --7,)2 =V(6-4)2+(-2+3)2+(3-5)2 =л/22 +I2 +22 =>/9 =3. 
Мисол 3.1.2. Нуктанои Mi(2; 4;-2) ва Мт (-2; 4; 2) дода шудаанд. Дар

порчаи М 1М2 координатами нуктаи М-ро ёбед, ки ин порчаро ба нисбати 

Я=3 таксим намояд.

Хал. Барои налли ин мисол формулаи таксими порча ба нисбати 
додашударо истифода мекунем:
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-  *i + ^* 2  _  2 + 3 • ( -  2 )  _  2 - 6  _  -  4 _  _
* Г + А  1 + 3 4 "  4 "  ’

у  х + к у 2 _ 4 + 3 - 4 _  4 + 12 16 _
^  _ _ _ _ _ _  j + з -  — -  ,

_z,+Jlz2 _ -2+3-2_ -2+6_4_^ 
Z_ 1+Я ~ 1+3 4 ~4~  '

Аз ин чо нуктаи M(x;y;z)= M(-l;4; 1) мебошад.

Мисоли 3.1.3. Дар тири ох  нукгаеро ёбед, ки аз нуцтвдои А(2; -4; 5) ва 

В(-3; 2; 7) дар якхел масофа чойгир шуда бошад.

Хал. Бигзор, М -  нуктаи матлуб бошад. Мувофики шартй масъала 

АМ=МВ. Азбаски ин нукга дар тири О Х  мехобад, бинобар ин, 

координатами он (х;0;0) мебошанд. Аз формулаи масофаи байни ду нукга 

дар фазо истифода мебарем:

AM=J(x-2)2+ (-4 f+ 5 2 , MB=iJ(x-3)2 +22 +72,

Аз ин чо пас аз ба квадрат бардоштан м сил мекунем:

(х -2 )2 + 41 = (л:+ З)2 + 53  х2-4 х+ 4 + 4 = х2 +6х+9+53,

- 4 х  + 45 = 6* + 62 10.x = 45 -  62, Ю.г = -17, л = -1,7.

Хамин тавр нуктаи матлуб М(-1,7;0; 0) мебошад.

Мисоли3.1.4. Секунча ба кулла^ои А (1; 1; 1), В(5; 1; -2), С(7; 9; 1) 

дода шудааст. Координатами нуктаи Д бурриши биссектрисаи кунчи А бо 

тарафи СВ ёфта шавад.
Хал. Дарозии тарафми секунчаро меёбем.

AC=J(7 -l)+ (9 -l)2 +(1- 1)2 =л/б2 + 82 +0° =л/Г00= 10,

^B =V (5-l)+(l-l)2 + ( - 2 - l )2 =л/42 +02 +32 =л/25=5.

AC 10 .
Аз ин ч° мсил мекунем - г -  = —  = 1 ■

A d j
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Акнун аз формулаи таксими порча ба нисбати маълум Я = 2 истифода 

мебарем:

_ х и+Лх„ 7 + 2 - 5 1 7

" ~ " з ’1+А 1+2

Ус+*Уь 9 + 21
1 + Я 1+2

_ 2с + ^ к 1 + 2(—2)
1 + Я 1 + 2

J

=-1

^амин тавр, координатами нуцтаи Д-ро муайян кардем ^
ГП  П Л 

3 ’ 3

§2. Элементной апгебраи вектори
1.Бузурги*ои скалярй ва вектори. Вектор гуфта порчаи равишдорро 

меноманд. Вектор бо ду *арф ё бо як х,арф д ишора карда мешавад.

Аввали вектор гуфта нуцтаеро меномем, ки аз он вектор ибтидо мегирад. 

Вектореро, ки аввал ва охири он *ам'(оя мебошанд, вектори сифрй меномем. 

Векторное, ки дар як хати рост ё дар хаткой роста параллели мехобанд, 

векторной коллинеарй номида мешаванд, ин векторхо баробар мебошанд.

Дарозии вектор гуфта к;имати мутлаци онро меномем ва ишора мекунем | .

Агар |о | = 1 бошад, он гох ин гуна векторро, вектори во*идй меноманд. 

Вектори во*идие, ки бо вектори додашуда равиши якхела дорад, орти вай 

номида мешавад. Бигзор, ягон тири / ва вектори дода шуда бошанд.

Проексияи вектори Д В  дар тири /  гуфта ададеро меномем, ки ба бузургии

дарозии порчаи А В _и  ̂ ТОрИ / баробар аст, ки дар ин 40 л ^

мувофикан соя^ои нуцта^ои А ва В дар тири I Кимати мутлак ва кун'(и
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моили он муайян карда мешавад. Сояи вектори ихтиёрии д  дар системаи 

координатаи додашудаи фазой бо ишора карда мешавад, яъне

q  = {ах,ау,а.,} чунин маъно дорад, ки ах’ау>а 2 -мувофицан соя^ои вектори 

а  дар тири ox, оу, oz мебошанд. Бигзор, аввали вектори д дар ибтидои 

системаи координата ва охираш дар нуцтаи М хобад, вектори Q M  = а  - ро 

радиус вектори нуцтаи М меноманд ва бо  ̂ ишора карда мешавад.

Дарозии вектори О бо формулаи

I 2 2 2
= 4 а х + а ,  + a z ёа а /о   ̂ ”

=т]х~ + у  +Z"

муайян карда мешавад.

Агар аввал ва охири вектори д д  даР нутаи A(*iW>zi l  В{х2>У2’22) хобанд, 

пас дарозии он хдмчун масофаи байни ду нуцта бо формулаи

d= АВ = -\/(*2 Y +(уг -J'i)2 +(z2 ~ziY

муайян карда мешавад.

Агар вектори а  бо тарной координат ох, оу, oz мувофицан кунчхои а,р,у-

ро ташкил кунад, он гон носил мекунем

х = а СОФ ,  Z — а cosу,

ки дар ин н° cosa> СОвД cosf, косинусном равишданандаи вектори q  

мебошанд. Аз ин 40 Н °с ил  мекунем
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co£ a+coi /З+coi y= 1.

2. Амал*о бо вектор*о. Бигзор, векторной q  ва Ь дода шуда бошанд.

а) Суммаи ду вектор a  ва b гуфта вектори с = а +Ь~Р° меномем, ки аз авали 

вектори q  ба охири вектор Jj равона шудааст ё ки аввали вектори q дар 

охири вектори q  гузошта шудааст (нигар ба расми 3.2.1):

б) Фарци ду вектори д ва J  гуфта вектори с~  а ~ Ъ ~Р° меномем, ки суммаи 

он бо векторй £ вектори q  - ро меди*ад. Агар *ар ду вектор д  ва £ аз як 

нунта ибтидо гиранд, он го* фарк;и векторной а  в& Ь< а~Ь  = С ~ векторе

мебошад, ки аз охири fj ба охири q равона шудааст (нигар ба расми 3.2.2): 

Дар намуди умуми намъ ва тархи ду векторро бо расми 3.2.3 ифода карда 

мешавад.

Расми 3.2.1. Расми 3.2.2.
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Расми 3.2.3.

в) Зарби вектори q ба адади доимии Л вектори Х а  мебошад, ки бо

вектори cl коллинеари буда, дарозии |я| -ро дорад. Он равиши вектори

а  -ро дорад *ангоми А>0 будан, равиши ба q муцобил дорад, агар А<0 

бошад.

е) Зарби скаляри ду вектори а ва Ь гуФта ададеро меномем, ки ба *осили 

зарби дарозии ин вектор*о ва косинуси кун^и байни он*о баробар мебошад,

яъне

а Ъ а COS (5.

Зарби скаляри вектор*о дорой чунин хосият*о мебошад:

(ай}=(& а}- a { b  + c j = a i  + a c  

[Ха'Д -(а  ;Яй)=Л(а ;b)

Агар векторной а  ва fj перпендикуляр бошанд, он го* *осили зарби 

скалярии он*о ба сифр баробар мебошад. Тасдицоти бараке *ам 40Й дорад, 

агар *осили зарби скаляри векторной д  ва £ ба сифр баробар бошад пас 

он*о перпендикуляр мебошанд. Дилхо* вектори д  - ро чунин навиштан
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мумкин аст: ки дар ин 40 q-вектори воздай мебошад. Вектори е

во*иди номида мешавад, агар дарозиаш ба як баробар бошад, яъне * 1 аст.

Агар вектори а  ДаР системаи координатаи фазой дода шуда бошад, он 

го* ин векгорро бо чунин намуд навиштан мумкин аст:

a = axi + ayj  + a,k ё a = ix + jy  + kz,

Агар вектор*ои а  ш Ъ бо координатахои худ дода шуда бошанд:

д = / а, + j  ау + 1 ва b=ib*+j  Ь, +к Ь=-
Он го^ зарби скалярии он^о чунин *исоб карда мешавад:

/  л  ->
(а б д / + J °у +k a>jib* +J ъу +kb* J=aA  +аА +а&-

Аз ин 40 шартй зарурй ва кифоягии перпендикуляри ду векторро *осил 

мекунем: сфх+сфу+аЬ,=Ъ.

Бигзор, ду вектор a  =\ai ’ay az\ ва }у |  додашуда бошанд, он

го* кунчи байни ин вектор*о бо формулаи

{ а Ь
Coscp = -

a b

atbx + ayby + a.b.

Vя/  + ay + a* ’ A 2 + Ьу +

муайян карда мешавад.
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Мисоли 3.2.1. Дар секунчаи ABC тарафи АВ бо ёрии нукта^ои М ва N 

ба се цисми баробар чудо карда шудааст: AM=MN=NB. Вектори QM

ёфта шавад, агар С А  = а . СВ  = Ъ бошанд.

Хал. Хосил мекунем: J q  = Ь~а- Азин 40 д м  = Ъ~а

мешавад. Азбаски q  +A M  аст> пас

С М  =а + - ~ а- = -  мешавад. (нигарбарасми 3.2.4):

Расми 3.2.4.

Мисоли 3.2.2. Дарозй ва косинусном равишдинандаи вектори

а  ~ 20 i + 30 j -  60 ̂  - ро ёбед.

Хал. Аз формулаи дарозии вектор истифода мекунем:

\а\ = ^ а 2 + ау2 + а 2 = л/202 + 302 + 602 = л/400+900+  3600 = 

= л/4900 = 70,

„  20 2 30 3 ^  -6 0  6Cosa = —  = - .  CosB = —  = —, Cosy = ----- = — .
70 7 70 7 1 70 7

Мисоли 3.2.3. Вектори д .  ёфта шавад, агар А (1;3;2) ва В (5;8;-

1) бошанд.

Хал. Соярои вектори д -ро дар тарной координата меёбем:
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д  =  4 / +  5 / - З А .

Миглтт 3.2.4. Векторхои д = (l;-2;l) ^=(2;-1;3), с =(1;-2;1)дода

шудаанд.Вектори </=(12; -9; 11) -  ро ба векторной а  А  с ЧУао намоед.

З̂ ал. Бигзор, c i~ a Q + Pb + YC бошад, с(, Р ,у - адад*ои доимй, 

коэффисиент*о мебошанд. Азбаски векторной баробар координатами 

баробарро доранд, аз ин ч° *осил мекунем:

а  + 2Р + у =  12

• а  -  /3 -  2у = -9  
- а  + Зр + у = \ \ .

Системаи се муодилаи се номаълумаро *осил намудем. Системаро *ал 

мекунем

Аз ин 40 бармеояд, ки вектори д  чунин мешавад:

2 1

1 -- 1  - - 2 = - 1+  3 + 4 - 1  + 6 - 2 = 9
t

-1 3 1

12 2 1

- 9 - 1 - 2 -  _ i  2 -  2 7 - 4 4 + 11+  7 2 + 18=  18 >

11 3 1

1 12 1

= 1 - 9 = - 9  +  11 + 2 4 - 9  +  2 2 - 1 2 = 2 7 ,

- 1 11 1

1 2 12

= 1 - 1 - 9 = - 1 1+ 3 6 + 1 8 + 1 2 + 2 7 - 2 2 = 3 6 .

- 1 3 11
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18« = -  = 2, R 21 -1 36/ = ~ =4 мебошанд. АкнунХамин тавр,

вектори d  - ро меёбем: d  = 2а + ЗЬ + 4 с .

Мисоли 3.2.5. Зарби скалярии векторной а  = з /+ 4  j  + lfc ва

b = 2i ~ 5j + 2k -  роёбед.

Хал. Аз формулаи зарби скалярии ду вектор меёбем

(а £)=(з/ + 47 + 7*)((2/ -  57 + 2*))= 3 • 2 -  4 • 5+7 • 2=6 -  20+ 14=О

Азбаски b j ~0  аст, бинобар ин, вектор^о перпендикуляр мебошанд.

Мисоли 3.2.6. Вектори во^идиеро ёбед, ки равиши вектори 
-»

а = i  + 2j  + 2k  '  Р° дошта бошад.

ф л . Дарозии вектори д-ро меёбем:

= Vl2 + 22 + 2 2 = л/9 = 3.

Азбаски » = —

а

аст, аз ин 40 *осил мекунем:

-* I 2 2 7  
в  3 l + l J + 3 k -

-t ^
д) Зарби вектора. Зарби вектории векторной а т  Ь гуфта вектори с  - р°

меномем, ки бо се шарти зерин муайян карда мешавад:

!) |с|=| а  Ь -  а ■ b sin ч>.

2) вектори с  ба *аряки векторной а  ва Ь перпендикуляр мебошад:
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1 с  > b  с

3) самги вектори с  нисбат ба самти векторной а  ва Ь бошад, чун самти^, 

тири oz нисбат ба тирхои ох ва оу мебошад.

Хосият*ои зарби вектори:

2) |а (б + с ]|“ [аб]+[ас].

3) | а яй] = {* об] = д|а й ]

Ьуимати мутлаци зарби вектори одатан ба масо*ати параллелограмм дар 

заминаи векторной q ва Ь сохташуда баробар аст. Зарби вектории ду 

векторной q ва £ *амон вак,т ба сифр баробар мешавад, ки агар ин векторхо 

коллинеарй бошанд, дар холати хусусй j ^ ^ j =0 мебошад.

Барои зарби векториро ба намуди координатй ифода намудан, *ар ду 

векторро зарб мезанем ва p / j “ |y‘_/j = pfcjtj = o.

j k k j = / -ро

ба инобат мегирем.

Бигзор, векторной дг = ах j  + ау j  + а: fc ва Ь ~ bx /  + by j  + b, £  дода 

шуда бошанд, он го*

аЪ a  = ax i + a y j  + a . fc l  fr = bx i  + by j  + b.]i
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ау аг

К ъ. - J
ах аг

К  ъ.
+ к

а. а,

Ьг Ь„

j  к
аг <*у аг

Ь* Ь* Ь

е) Зарби омехтаи се векторно. Зарби омехтаи се векторной а>Ь<С гуфта

ва зарби скаляри сададеро меномем, ки ба носили зарби вектории а  

баробар аст, яъне

[ ah  cj

Агар векторной ва с  ба намуди координата дода шуда бошанд, он гон 

зарби омехта чунин навишта мешавад.

аЪ К К

Айнияти зерин чой дорад:

ab с п с аЪ са н са Ь с

Зарби омехта ададан баначми параллелопипеди дар заминаи векторной а,}),

С сохташуда баробар аст. Агар векторной а<Ь’С компленарй бошанд, яъне 

дар як намворй £ дар намворщои параллели хобанд, он гон зарби омехтаи 

онно ба сифр баробар аст ва бараке, агар зарби омехтаи векторной а>Ь<С ба 

сифр баробар бошад пас онно компленарй мебошанд.
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Мафх,уми вектормро дар фазой бисёрченака *ам пахр намудан мумкин аст. 

Дар ин *олат микдори координатами вектордо ба шумораи ченаки фазой 

бисёрченака баробар мешаванд.

Системаи векторм хаттй вобаста номида мешаванд, агар чунин адад^ои 

Л, ,Л2,Л3.........Лп аз сифр фарккунанда мавчуд бошанд, ки

A, +Я2 а 2 +А3 а 3 + ....... + *»а п =0’ мешавад.

Дар ролати му^обил векторной а  ,,02’й 3’.....хати новобаста номида

мешаванд.

Мисоли 3.2.7. Нурие д  = (3 ;-1 ;-2 ) ва £ = (1 ;2 ;-1 ) дода шудаанд.

Ёфта шавад 

Зал.

ab \ ^ а +Ь^1

1 j  к

аЪ = 3 -1  - 2
1 2 -1

= 0 + 4)/ - ( 2 -3 )  j  + { 1+б)^ = 5у_у + 7^;

У а + Щ ^ а Ц =Щ - У +ХАЪ

Мисоли 3.2.8. Кунчи байни векторной а ~ i + 2 у + 3 к  ва 

_» -» 4 -* 
fj =6 /  + 4у  + 2£ . - ро ёбед

З а̂л. Маълум аст, ки

. И )( О.Ч(р = ~—п--=
1-6+2-4+3-2

ш>
71+4+9-V36+16+4 7

5
мебошад. Аз ин 40 V ~ arccos ^ •
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Мисоли3.2.9. Зарби вектории векторной д  = 2 /  + 3 j + 5к ва fo = j - 2 j  +
- ро ёбед.

Хал. Аз формулаи зарби вектории ду вектор истифода намуда j ^ j  - ро

меёбем:

/ у *

ab = 2 3 5
L - 1 - 2  1

= 3 / - 4 £  + 5 у - 3 £  + 10/ - 2у  = 13/ + зу-7£< 

Мисоли 3.2.10. Масо^ати параллелограмм дар заминаи векторной а  =

6 i ~ 3J ~ 2k  в а ^  = 3 / - 2  j  + 6к  сохташудароёбед.

Хал. Зарби векториро меёбем:

/' j  к

аб ] = 6 - 3 ' 2 
J 3 - 2  6

22/ -  42у’ н 3fc

= -1 8 /-1 2 fc-6 /+ 9fc -4 ,--367  = 22/-42у -3 £ .

= ^22 2 + (-42)2 +(-3) 2 = ,/484+1764 + 9 =  ̂ 2257,

[S j= V 2257 .

Мисоли 3.2.11. Зарби омехтаи вектрх,ои й = 2 / -  j  -  к  ва £ =

i ' ^ j + k ,  c = i~ j~^k-poe6ea.

Хал. Зарби омехтаи ин се вектор^оро меёбем

2 -1 - I
1 -3  1

—3 1 1 -1 1 -3-» -* т -Л =2 +1 - 1-о б с -1 -4 1 -4 1 -1) 1 -1 ~4
=2-(12 +1)-4+1-2=26-5=21.
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Мисохьи 3.2.12. Нишон ди*ед, ки векторной а =2[-5 j - l j c  ва b = i+j~k с =

j + 2 j  + 2 k  компленарй мебошанд.

3{ал. Зарби омехтаи *ар се векторро *исоб мекунем:

2 - 5  - 7  
1 1 -1
1 2 1аЪ

= 2 ( l + 2 )  + 5(l + ]) + 7 (2 - l )  = 6  + 10 = 16.

Аз ин чо мебарояд, ки векторной компленарй мебошанд.

§ 3. Муодилаи хамворй
1. Муодилаи умумии хамворй. Бигзор, дар системаи координатаи росткунчаи 

декартй ягон *амворй дода шуда бошад. Дар ин *амворй нуцтаи ихтиёрии 

Mo(xo;yo;Zo)- ро интихоб мекунем ва ягон вектори аз сифр фарккунандаи

перпендикулярро ба ин *амвори мегирем (и=(А; В; С)). Нуцтаи M(x;y;z)

дар ин *амворй мехобад ва векторной п=(А; В; С), М 0М =(х"хсь У-Уо; z-Zo) 

, байни худ перпендикуляр мебошанд, он го* *осил мекунем:

п-М пМ =0 ё Л (х -^) +В{у-у0) +C(z-z0) =0,

ин аст муодилаи хамвории аз нуктаи Mo(Xo;yo;Zo) гузаранда ва ба вектори п 

перпендикуляр. Кавсхои баробарии охиронро кушода, *осил мекунем: 

Ах+Ву+Сг+Д=0, ки дар ин но 

Д=-АхоВу-Сго -  мебошад.

Холат*ои хусусиро дида мебароем

1 ) Д=0, Ax+By+Cz=0 -  *амворй аз ибтидои координата мегузарад;

2) А=0, Ву+Сг+Д=0 -  *амворй ба тири ох параллел мебошад;
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3) В=0, Ax+Cz+Д -  ̂ амворй бо тири оу параллел мебошад;

4) С=0, Ах+Ву+Д=0 -  >;амворй бо тири oz параллел мебошад;

5) А=В=0, з^амворй бо тири oz перпендикуляр мебошад;

6) А=С=0, ^амворй бо тири оу перпендикуляр мебошад;

7) В =С=0, ^амворй бо тири ох перпендикуляр мебошад;

8) А=Д=0, ^амворй аз тири ох мегузарад;

9) В=Д=о, ^амворй аз тири оу мегузарад;

10) С=Д=0, ^амворй аз тири oz мегузарад;

11) А=В=Д=0, з^амворй бо ̂ амвории хоу ^ам^оя мешавад;

12) А=С=Д=0, ^амворй бо хамвории xoz ^ам^оя мешавад;

13. В=С=Д, з^амворй бо yoz ^ам^оя мешавад.

Агар дар муодилаи умумй хамвории Д  0 бошад, он го^ вайро ба -Д 

тацсим намуда, ^осил мекунем:

х  у  z  .
-  + — + 1, 
a b с

Д  , Д  Д
дар ин но а~ ~ 2 ' j}' С~~~с’ ин мУ°Дилаи Намвори дар порча^о номида 

мешавад.

2.М авцеи чойгиршавии ду з^амворй. Бигзор, ду ^амворй дода шуда бошанд 

А)Х + B ty  + C tz + Д ( = 0  ва А 2Х + В 2у  + C 2Z Л-Д2 = 0 .

1)Агар хам вор и хо параллел бошанд, он го^ векторной /7j (л,; В, ; С,) ва 

П2 (Аг;Вг;Сг) колениариянд. Шарти параллели ду хдмворй чунин аст:

Аг В2 с ,
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2. Агар *амвори*о перпендикуляр бошанд, он го* векторной нормалии и( ва

П2 пепендикуляранд, аз ин 40 шартй перпендикулярии ин ду *амвори 

чунин аст.

Bj  + С| С ̂

3. Аз таърифи зарби скалярии ду векторной щ  ва п2 истифода бурда, кун'(и 

байни ду *амвориро муайян мекунем:

—* —♦
щ п2 т/л,2 + в ,2 + с , 2 -̂ А̂  + В̂ +С̂

3. Муодилаи нормалии фшворн. Азбаски ба сифати вектори нормалии 

и(Л;й;С), дилхо* вектори аз сифр фарккунандаи ба *амворй 

перпендикулярро гирифтан мумкин аст, бинобар ин, векторной во^идиро 

гирифта

•Г п A i+ B i+ck  

муодилаи нормалии *авориро *осил мекунем:

А* + в у  + а  + д = 0 '

у/А~ + в ~ + с ~
Ин муодила барои ёфтани масофаи аз нуцта то *амворй куллай мебошад. Дар 

*а*ш?ат, бигзор, нуцтаи M |(xi; yi; Z |)  дода шуда бошад. Масофаи аз ин

нуцта то *амвориро *исоб кардан лозим аст, е худ \АМ\ (НИГ ба расми 3.3.1):
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Расми 3.3.1.

/И = М 0М , =(*,-*„; у, - у п\ : - : 0\

п A j + B j  + К q
Г- - >| -»

- ■Ja ' + b '+c 1 [m «oj =«0
п

пр . т
"о

масофаи аз нуцтаи M i(xi; у i; Z|) то хамвории Ax + By + Cz + Д  = 0 бо 

формулаи

\Ахх +Byt + Cz, +Д\
d  =

+ в 2 + с 2
муайян карда мешавад.

Муодилаи хамвории аз нуктаи Mo(Xo;yo;Zo) гузаранда ва ба вектори

N = A } + B j + C k

перпендикуляр чунин аст:

А ( х -  х 0)+ В ( у -  y 0) + c ( z -  z 0) = 0

Барои Я ихтиёрй муодилаи хамвории аз хати рост гузаранда чунин намуд 
Дорад:

Ахх + Bly  + Ciz + Д х + A (A2x  + B2y  + C2z + Д 2) = 0,
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ки ^ангоми бурруши ду ^амвори ин хати рост ^осил мешавад ва бо чуфти 

муодилахои

Aix + Bly  + C lz + Д 1 = 0 , А2х  + B2y  + C2z + Д 2 = 0 ,

муайян карда мешавад.

Муодилаи хамвории аз ду нуцта гузаранда ба шакли координата чунин намуд 

дорад:

* - * 1  У-У 1

х -  х 2 у -  у  2 z - z 2
В С

= о

ки дар ин чо А,В,С- коэффисиент^о муодилаи хамвории перпендикуляр 

Ах+Ву+Сг+Д=0 мебошанд.

Акнун муодилаи ^амвории аз нук;та^ои М |(хь Уь Z\), Мг(хг; yi, z2),

Мз(х5; уз; z^) гузарандаро дар шакли координатй менависем:

х - х ,  у - у ,  Z - Z ,  

х - х 2 у - у 2 z - z 2 = 0  

х - х г у - у 2 z - z 3

Масъалаи 3.3.1. Масофа аз нуктаи Мо(3;5;-8) то хамвории 

6х -  Зу + 2z — 28 = 0 -ро ёбед.

Хал. Масофа аз нуцта Мо(3;5;-8) то хамвории истифодакардаро 

меёбем:

^ _ Ах0 + Ву0 + Cz0 + Д _ [ б - 3 - 3 - 5 - 2 - 8 - 2 8 |  41

л! А 2 + В 2 + С 2 Тб 2 + 32 +22 7
Мисож 3.3.2. Муодилаи хамвории аз нуктаи М(2;3;-1) гузаранда ва ба 

Хамвории 5x-3^+2z-10=0 параллелро ёбед.

}̂ ал. Муодилаи хамвории аз нуктаи М{2 ; 3; — l) гузарандаро менависем
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A (x-2)+5(y-3)+C (z+l) =0.

Барои он ки ин хамворй ба хамвории додашуда параллел бошад, бояд шарти 

А _ В _ _ £
5 _ _  2 _  2 ИЧР° шавад. Аз ин 40 A=5t, В=-3 1, C=2t, муодилаи

Чусташаванда чунин намуд мегирад:

5/(д: -  2) -  3t(y -  З) + 2t(z + 1) = 0.

Муодилаи хосилшударо содда намуда, t-po ихтисор мекунем

5;c-3j>+2z+l=0.

Мисоли 3.3.3. Муодилаи хамвории аз нуцтаи М(2;-1;5) гузаранда ва 

ба хамворихои 5х—3_y+z+7=0 ва 5x-4y+3z+\=0 перпендикулярро 

тартиб дахед.

Хал. Муодилаи хамвории матлубро ба чунин намуд менависем: 

4x~2)+£(y+l)+C(z-5)=0.

Азбаски ин хаморй ба хамворихои додашуда перпендикуляр мебошад 

бинобар ин, шартхои

5А-ЗВ+С=0,

5А-4В+ЗС=0.

ичро мешаванд.

Аз системаи муодилахои

Л(х  -  2) + В (у  +1) + C(z  -  5) = 0, 

< 5А—ЗВ+С = 0, 

5А—4В+ЗС = 0.

коэффисиентхои А; В; С -  ро ихтисор намуда, хосил мекунем:
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х —2 у  + 1 z - 5

5 - 3  1
3 - 4  3

ё 5x+12y+llz-53=0

Мисоли 3.3.4. Муодилаи хамвории аз нуцтаи А(5;4;3) гузаранда ва 

дар тарной координат порча^ои баробар буррандаро тартиб ди*ед.

3(ал. Маълум аст, ки а=Ь=с аст. Муодилаи хати рост дар порчахоро 

истифода намуда хосил мекунем:

X у  Z 1
— +  — +  — =  1 . 
а а а

Координатахои нуцтаи А муодилаи хамВ0РиР° цаноат мекунанд, яъне

1  4 3
+ + — 1 • аз ин чо а  = 12 а а  а  ’

Дар муодила цимати а = 12 - ро гузошта пас аз содда намудан хосил 

мекунем:

x - y  + z - l 2  = 0.

Мисоли 3.3.5. Кун ни байни ду хамворихои 5х+4у—2г—3=0 ва

2 Ох +16у  — 8z + 5 — 0 — ро ёбед.

3{ал. Аз формулаи кунчи байни ду хамворй истифода мебарем:

^  _ AtA2 + ВХВ2 +С|С2 _ 5 • 20+4 ■ 16 + 2 -8 _ 

0S<P J a 2+ B 2+ C 2J a 22+B22+C22 л/52 + 4 2 + 2 2 л/202 +162 + 82

100 + 64 + 16 180 180 180
1ч

л/25 + 1 6 + 4л/400+256+64 л/45-720 л/32400 180 

Сохр= 1, ср=arccos 1 = 0.
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Мисоли 3.3.6. Муодилаи хамвории аз се нукта^ои М|(2;3;0), Мг(2;0;-

5), Мз(0;3;-5) гузарандаро тартиб дидед.

Зал. Дар асоси формулаи муодилаи дамвории аз се нукта гузаранда 

>;осил мекунем:

х - 2  у - 3 z
О -3  -5  
- 2  0 -5

§4. Хати рост дар фаэо
1.Муодилаи хати рост. Бигзор, ягон хати рост дар фазо дода шуда бошад. З аР 

гуна вектори гайрисифрй, ки дар ин хати рост мехобад ё ба вай параллел аст,

вектори равишди^андаи хати рост мебошад. Ин векторро бо ^арфи q  ишора

мекунем, координатами он мебошад.

Фарз мекунем, ки ин хати рост аз нуктаи Mo(xo;yo;Zo) мегузарад ва 

дорой вектори равишди^андаи а  >m >n) мебошад. Он го^ нуктаи чории 

M(x;y;z) дар дамик хати рост мехобад, агар вектори 

M q M , = (дг, у, -  у„; бо вектори а  ( ^ ,m,n) коллинеарй

бошад. Аз ин чо координатами вектории м  0М бо координатами вектории 

q мутаносиб мебошанд:

*~ *о  ^ У~У* _ г ~ го 
I т  п 

Ин аст муодилаи хати рости аз нуктаи Мо гузаранда ва дорой вектори

равишдидандаи q . Ин муодилаи кононикии хати рост мебошад.
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2Муодилаи параметрй ва аз ду нукта гузарандаи хати рост. Муодилаи 

каноникии (оддитарин) хати ростро чунин ишора мекунем:

* -* о  = У-Уо = z ~ z 0 
I т п

Аз ин чо носил мекунем:

+lt, у=у0 +mt, z=z0 +nt

Ин муодилаи параметрии хати рост номида мешавад. Дар ин 40 t параметр 

мебошад, ки со^аи тагарёбиаш тамоми тири нацикИ — с0< ^ < 00 аст.

Бигзор ду нуктанои М ,(х(; у,; Z|), ва М 2(х2; уъ %г) Дода шуда бошанд. Ба 

сифати вектори равшандинандаи ин хати рост вектори
—>

Q~{x2 ~ xv У2 У\’ z2 ~ z i l -  ро мегирем.Он гон аз муодилаи каноникии 

хати рост носил мекунем:

* - * 1  = У-У\  = Z ~ Z 1 

х 2 ~ х\ Уг ~У\ z i ~ z \
Ин аст муодилаи хати роста аз ду нуктаи додашуда гузаранда.

3.Хати рост намчун бурриши ду намворй. Хати ростро дар фазо намчун хати 

бурриши ду намворй дида баромадан мумкин аст Дар гуна ду намвории 

гайри параллелй бо муодилаи умумй

\А{Х + B{y  + Cxz + Д 2 = О,

[А2х + В2у +  С2г + Д 2 = О,

дар бурриш хати ростро мединанд.

4.Мавкеи хати рост ва намворй дар фазо. Бигзор, ду хати рост дар фазо дода 

шуда бошанд:

_ У ~ У 1 _  z ~ z \ х - х 2 у ~ у 2 _ z - z 2 .
/, m, и, ва /2 т2 «2
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Он го* кунчи байни ин хаткой рост бо векторной равишди^андаи 

а  ва а2 = ;т2;п2) чунин муайян карда мешавад

cosp из ин но хосил мекунем:аха2
-л
Ща2

а а 2
Costp- -> -¥

а{ <h

/,/2 +тхт2 +«,«2

■Jl2 + т 2 +и,2 -Jl22+т22+п22

Шарти параллелии ду хати рост чунин мебошад:

!l = E
h  ™г п2 

Шарги перпендикулярии ду хати рост чунин аст:

l j2+mlm2+nin2 =0.

Бигзор муодилаи умумии хамворй Ax+By+Cz+ Д —0 ва муодилаи 

* -* i У~У, _ г - г .
каноникии хати рост дода шуда бошанд. Хати ростI т п
бо хамворй хам он вацт параллел мешавад, ки агар вектори равишдихандаи
—>
д , =(/;w,«) бо вектори нормали й=(А;В;С) хамворй перпендикуляр бошад. 

Он гох шарти параллели хати рост бо хамворй чунин намуд дорад:

Al+Bm + Сп =0.

Хати рост бо хамворй хамон ва^т перпендикуляр мебошад, ки агар вектори

равшшшхандааш q ба вектори нормалии и-и хамворй коллениарй бошад,

A B C  
I m nяъне
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Кунчи байни хати рост ва *амворй бо формулаи

\1А+тВ+п(\

sm(p V / W + и 2" 'Ja 2 + в 2 +с 2 '

майян карда мешавад.

2 х - у  + З г -1  = 0]
Мисоли 3.4.1. Муодилаи хати роста 4у -  z - 1  = намУда

каноники (соддатарин) оварда шавад.
%

3{ал. Аз ин муоднла^о аввал у, пас z-po хорич намуда, *осил мекунем:

Г Ь г - ,  + Зг -1  = 0 ^  f8*“ 4jv + 1 2 г -4  = 0 ^ , ^ „ , . „ . 0 .
 ̂ (5x + 4 ; y - z - 7  = 0 [5х + 4 .y - z - 7  = 0

j2x-)>+3z-l=0  |2 x - j+ 3 z - l  = 0 =>17дс+1Гу-22=0,
б) [5jc+4j - z- 7 = 0 \l5x+12y-3z-27=0

акнун аз системаи *осилшуда х - р о  меёбем:

. . П (г - 0  
Г1 3jc +1 lz — 11 = 0 Г 13х = 11- 11г 
il7 x  + 1 1 ^-2 2  = 0 ^  [17* = 22 — 11^

* -1 3  

-1 7

Муодилаи каноникии хати роста додашуда чунин мебошад:

X y - 2 _ z - l  
- 1 1 “  17 “  13

Мшчмт ЪА2. Муодилаи каноникии хати роста 

дг-2^+Зг-4=0, ir+2y-5z-4=0-po тартиб ди*ед.

3(ад. Шарт мекунем, ки Zo~0, аз ин ч° *осил мекунем х —2 у —4 = 0 ва 

Зх+2.у-4=0. Ин системаро *ал намуда х0,Уо -ро муайян мекунем, яъне
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fx-2y = 4

{3x+2y = 4
=>4jc = 8, х0 -2 ,

2у = х - 4  = 2 - 4  = -2, У0 =~ I.

Хамин тавр, координатахои Мо(2;-1;0) муайян карда шуданд. Акнун 

вектори равишдихандаи д - ро меёбем:

а- п,п1 2

i j  к  
1 - 2  3 

3 2 - 5
= 10 /+ 2^9у+ 6^-6 /+ 5 /'= 4 / + 14 j  + %k.

Аз ин чо муодилаи каноникии хати рости матлуб чунин намуд дорад:

х - 2  _ у +1 _ z x —2 _ y+l _ z  
~~4~ _ 14”_ 8 6 4 7 ~4

х —2 _ у —1 _ z -3  
Мисоли 3.4.3. Аз ибтидои координат ба хати рости ^ ~

перпендикуляр фароред.

Хал. Муодилаи хамвории аз ибтидои координата гузаранда ва 

перпендикуляр ба хати рости дод шударо тартиб медихем. Пас аз он шарти 

перпендикуляри хати рост бо хамвориро истифода мебарем. Барои ин 

хамворй А = 1, В=т, С=п, Д = 0 мебошад. Он гох муодилаи хамвории 

матлуб чунин намуд дорад:

2x + 3y + z  = 0.

Муодилаи параметрии хати рости додашударо меёбем 

х  = 2/+2, y  = 3t+\, z - t +  3,

барои муайян намудани t муодилаи 2(2t+2)+3(3t+l)+t+3=0 -  ро хосил 

мекунем. Ин муодиларо хал мекунем:
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J  Ъ\  .  1 0 - 4
х  = 2 \ - ~  + 2  = ------+ 2 = -

V 7 J 7 7 

У  5 4! , ,  15 , 8у - 3  —  + 11  = ------- 1-1 = — ,
\  1 )  7 7 

г _ _ 5  + 3 = _ 5  = 16 

Z _  3 + 7 7 

д / 4  _ 8. 16)
Нуктаи бурриш ^ 7 ’ у ’ 7 J мебошад. Акнун муодилаи хати рости аз

ибтидои координата ва аз нуктаи М гузарандаро тартиб меди^ем:

л У _ - х _  у
4 “  _ 8 "  16 6 Т  ~ - 2  ~ 4
7 7 7

Мисоли 3.4.4..Кунчи байни ду хати роста додашуда ёфта шавад: 

х —4 y - 5 _ z + 6  х + \ _ у - 5 _ z + 9
Г  ва 8 "  -11 - 7  '

3{ал. Хати рости якум дорой вектори равишдщандаи #  = (2; 7; 8) ва

хати рости дуюм £>=($ -Н  -7) мебошанд. Мувофици таърифи кунчи байни 

ду векторной равишди^андаи ондо муайян намудан мумкин аст. Дар асоси 

формулаи кунчи байни ду вектор м сил мекунем:
2-8 + 7(-11)+8(-7)

4 / + 4 + 9 / + / + 3 = 0

14 /+10=0,
14 7

Координатами нуктаи бурришро меёбем:

Coscp =
•JlF f  72 +82\ j s 2 + (-1 l)2 + (-  7У
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117 У П У  гг-—  

VTT7V234 л/234" Y ^ = - ^ ,

1
C°s<p = — - j= ,  <р =  a r c c o s  Г л / 2 '

I 2 J

\

= 135°.

М исоли 3.4.5. Кунчи байни хати роста _
'+ 2 / ,  y = 8 - t , Z  = 5 - t  ва

*амвории 2x+2_y+4z-3 = 0 _ р0 ёбед.

ф л . Барои муайян намудани кунчи байни *
^ти рост ва *амвории

додашуда аз формулаи кун^и байни хати рост ь
^ *амворй истифода мебарем 

^  _2 2 , 
'/21+2’+ 4 ^ 2 ‘ + (- |); +(-!)■ й —

' ’ - « ^ „ 1 = 3 0 " .
2

х  +  1 .У —1
Мисоли 3.4.6. Аз хати рости —~— -------^  ^  z — 2

2 — 1 ^ *амворие гузаронед,
х  _ у + 2  z - 3 

кибахати рости —  -  —г— = — — парал*
-1  2 - 3  к бошад.

Муодилаи хати рости якумро бо ёрии м
, - мУодила*ои ду хамвории онро

мувофицан ба *амвори*ои хоу ва yoz иникоску^
^Нда менависем:

* + | У ~ ] « - I
------Г  ё х  + 2 у - 1  = 0, У—± г _ 2

2 -1 -1  ^  ё 2y  + z - 5  = 0.
Муодила*ои дастаи *амвори*ои аз ин хати рос>

Г'Узарандаро тартиб меди^ем 
х  + 2 у - \  + Я(3у  + z  -  5) ^  ^

х + (2 + ЪХ)у + AZ -  (1 + __

Шартй параллелии *амворй ва хати ростро истйа
Фода бурда

А1+Вт+ Сп =0,
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А - ро чунин муайян мекунем, ки дастаи хамворихо ба хати рости дуюми 

додашуда параллел бошанд. Хамин тавр, меёбем:

-  Ы  + 2(2 + ЗА )- ЗА = О, ЗА + 3 = О, А = -1 .

Хамин тавр, хамвории чусташаванда бо муодилаи x —y —z + 4 = 0 муайян 

карда мешавад.

Мисоли 3.4.7. Дар тири оу нуцтаеро ёбед, ки аз хамвории 

2х+3у —6z + 7 = 0 дармасофаи d  = 5 воцеъ бошад.

Хал. Бигзор нуцтаи матлуб М(0;у;0) бошад. Бо назардошти шарти масъала 

ва формулаи масофа аз нуцта то хамвори хосил мекунем.

J |2 • 0 + 3 ^ - 6  - 0 + 7| |3 ^ + 7 | |3^ + 7|

л/22 + з 2 + б 2 = ’ 131,1,1,0

D |3.у + 7| = 35, З у  = 28, е

2) 3y = - 3 S - l ,  y 2 = Z ^ L  = - l4
j

Хамин тавр, шарти масъаларо ду нуцта цаноат мекунанд:

М, , ЛУ2 (0; -14; 0).

§5. Сгодои тартиби дуюм
Муодилаи сатх дар намуди умумй чунин аст:

ки координатахои дилхох нуцтаи сатх ин муодиларо цаноат мекунанд. Хати 

кац дар фазо хамчун бурриши ду сатххои F(x ;y;z ) = 0 ва Q {x;y \z ) = 0 

муайян карда мешавад.

Сатхи тартиби п гуфта, сатхеро меномем, ки бо муодилаи дара^аи п -ум 

нисбат ба координатахои декартй муайян карда шудааст.
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Сат^й тартиби дуюм гуфта, сат^еро меномем, ки бо муодилаи алгебравии 

дарачаи дуюм нисбат ба координатахои декартй муайян карда мешавад.

Оддитарин сат^о ин сфера, эллипсоид, гиперболоид ва параболоидов 
мебошанд.

Муодилаи сат^и тартиби дуюм дар намуди умумй чунин аст:

А х 2 + B y2 + Cz2 + 2 Exz + 2Дуг  + 2 Fxy + 2 Gx + 2 Ну + 2 Kz + L = 0 , 

ки дар ин чо А, В, С, D, Е, F, G, H, К, L -  адад^ои доимй буда, 

коэффисиенщо ном доранд.

Аз ин муодила дар долатдои хусусй, муодилахои сфера, эллипсоид, 

гиперболид, параболид ва дигар сапдоро *осил кардан мумкин аст.

1.Сфера. Дар системаи координатаи декартй сферае, ки марказаш дар нуктаи 

С(Х0; Уо', Zo) мехобад ва радиусаш R мебошад, бо муодилаи

муайян карда мешавад. (расми 3.5.1). Агар маркази сфера дар ибтидои 

системаи координата хобад, он го>; муодилаи он чунин намуд дорад:

( х - х 0)2 + (у  -  y 0f  + (z -  z 0f  = R 2,

Расми 3.5.1.

Мисоли 3.5.1. Координатами марказ ва радиуси сфераи
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-V2 +_у2 +Zi —дг+2V+1 —0  - ро ёбед.

Хал. Муодилаи сфераи додашударо ба намуди каноникии

(х — о) + {у -  Ь) + (г -  с) = R 2 мебиёрем, бо ин мацсад аз муодилаи 

додашуда квадрата пурраро чудо мекунем:

х2- х  + — -  — + y 2 + 2y + l + z2=0
4 4

Н У
Аз ин муодила маълум аст, ки маркази сфера дар нуктаи l;oj хобида,

радиусаш ^  ~  мебошад.

Мисоли 3.5.2. Муодилаи сфера тартиб дода шавад, агар он аз нуктахои 

А (1;2-4) , В (1;-3;1), С (2;2;3) гузарад ва марказаш дар хамвории хоу 

хобад.

Хал. Азбаски нукта^ои А,В,С дар сфера мехобанд, пас координатахои 

онхо муодилаи сфераро каноат мекунонанд:

(l - а ) 2 + (2 - b ) 2 + ( -4 )2 = г \

(l -  а)2 + (-  3 -  ft)2 + 12 = г \

[ 2 - a f  + { 2 - b f  +Зг = г г .

Аз ин чо хосил мекунем:

(1 - а ) 2 + ( 2 - Ь ) 2 + 1 6 =  ( l - o ) 2 + ( 3 - б ) 2 +1, 

(1 -  а)2 + (2 -  b f  +16 = (2 -  а)2 + (2 -  b)2 + 9 ё 

4 - 4 Ь  + Ь2 + \6 = 9  + 6b + b 2 +1
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(l ~o)~ +16 = (2- a )2 +9 

1 - 2  a + a 2 +16  = 4 - 4 а + а 2 +9,

17- 2 a  = 13- 4 a  

2a = -4 ,  a =  -2 .

Акнун радиуси сфераро меёбем:

г 2 = (l -  а ) 2 + (2 -  б )2 + 16 =

(1 - 2 )2 +(2 - 1)2 +16 = З2 + 12 + 16 = 9 + 1 + 16 = 26

Хамин тавр, хосил намудем, ки маркази сфера дар нуктаи М(-2;1;0) хобида, 

радиусаш г = -Jl6 мебошад.

2.Эллипсоид. Дар натичаи эллипсро дар атрофии ягон тири координата чарх 

занонидан элипсоидро хосил мекунем, ки муодилаи каноникии он чунин 
намуд дорад: (расми 3.5.2)

2 0 - 4 6  = 10 + 66, 106 = 10, 6 = 1,

дар ин чо а\ Ь; с мувофицан порчахо аз ибтидои системаи координата то 

нуктаи сархади эллипсоид дар тирхои ох, оу, ва OZ мебошанд. Эллипсоид ба 

сфераи фишурдашуда шабохат дорад. Вобаста аз он, ки эллипс дар атрофи 

тири хурд ё калонаш чарх занонида мешавад, шакли эллипсоид намуди 

гунонгунро мегирад. Хангоми а=Ь=с будан эллипсоид ба сфера табдил 
меёбад:
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Расми 3.5.2.

Мисоли 3.S.3. Намуд ва параметрам сат*и додашударо муайян намоед: 

4jc2 + 9 у 1 + 36z2 - \ 6 х  + \ i y  - 1 2 z  + 25 =0.

2(ад. Муодилаи додашударо табдилдицй мекунем:

4(х2- 4 х  + 4) + 9(у2 + 2 у  + 1) + 36(г2 -  2z + 1)- 1 6 - 9 - 3 6  + 25 = 0, 

4 ( л т - 2 ) 2 +9(>> + 1)г + 3 6 ( г - 1 ) 2 = 3 6 .

Ба системаи нави координата х=х-2, у  = у+1, z = z - 1 гузашта, 

муодилаи *осилшударо менависем

4х2 +9у2 + 36z 2 = 36, аз ин но ба 36 *ар ду тарафи баробариро тацсим 

намуда, *осил мекунем:

х 2 у 2 z 2 
—Г ----Г "I--- т — 1 •
З2 2 I2

Муодилаи *осилшударо бо муодилаи каноникии эллипсоид муцоиса намуда

ба хулосае меоем, ки ин муодилаи эллипсоид бо параметр

*ои а = \  Ь=% с=\ мебошад. Маркази эллипсоид дар нуцтаи С(2;-1;1)

мехобад.
Мисоли 3.5.4. Муодилаи сат*и аз чархзанонидани хати качи

г 2 

i _ 4 . Z _ . - 1~ дар атрофи тири оу *осилшударо тартиб ди*ед.
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3{ал. Ханг оми эллипс и додашударо дар атрофи тири оу чарх занонидан 

эллипсоиде хосил мешавад, ки порчарои дар тарной ох ва oz хобидаи 

эллипсоид баробар мебошанд. Аз ин чо дар натичаи чарх занонидани эллипс 

дар атрофи тири оу муодилаи эллипсоид чунин намуд дорад:

З.Гиперболовд. Гиперболоиди чархзанй вобаста аз он, ки дар атрофи тири 

ОХ ё оу чарх занонидани гипербола цосил мешавад як сат^а ё ду сат^а 

мешавад. Муодилаи каноникии гиперболоиди як сатра чунин намуд дорад:

Раем 3.5.3.

Мисоли 3.5.5. Муайян кунед, ки сатри додашуда кадом намуди сатадоро 
муайян мекунад;

2 f 2 2а о с (расми 3.5.3 а)

Муодилаи каноникии гиперболоиди ду сатра чунин аст:

(расми 3.5.3 б)

а) б)

4 х2 + у 2 -  z 2 -  2 4 * -  4 у  + 2z + 35 = 0.
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Зал. Барои муайян намудани сатз^и додашуда онро табдилди^й мекунем: 

4(xI -6 x + 9 ) -3 6  + Cy2 - 4 j '  + 4 ) - 4 - ( z 2 - 2 z  + !) + l + 35 = 0,

4 (х  -  З ) 2 + ( у  -  2 ) 3 -  (z -  I ) 2 -  4 = О,

Ба системаи координатам нав гузошта X  = х -  3, У = у - 2, Z = ~-1 

к;осил мекунем;

Сатзрт ^осилшуда гиперболоиди яксат^а мебошад.

4. Парябпипвд. Параболаиди чархзани дар натичаи чарх занонидани парабола 

дар атрофии ягон тири координата вобаста аз мавк ь̂еи чойгршавиаш ^осил 

мешавад.

Муодилаи каноникии параболоид чунин намуд дорад: (расми 3.5.4)

4(х -  З )2 + ( у - 2 f  ( z - l )2 ,
4 4

f r + f r  = 22- («>0, Ь> 0)

Z

X
Раем 3.5.4.
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Мисоли 3.5.6. Муодилаи каноникии параболоид тартиб дода шавад, 

агар цуллааш дар ибтидои координата хобад, тираш тири oz буда, ва 

нуктарои М (-1 ;-2;2) N( 1; 1; 1) дар сатхи он хобанд.

3{ал. Азбаски нуцтахои М  ва N дар сатхи параболоид мехобанд, бинобар 

ин, координатахои ин нуцтахо муодилаи параболоидро цаноат мекунонанд. 

Координатахои нуцтахои М ва N -  ро дар муодилаи каноникии параболоид 

гузошта, хосил мекунем.

1 4 А—Г + - Т  = 4 
а 2 b

1 1 о
~ 7  + 7 Г - 2 ' а Ь

Системаи хосилшударо нисбат ба О ва b хал менамоем:

\Ь2 +4а2 =4а2Ь2 \ьг +4а2 = 4а2Ь2 2 2 

V ,  , , , = > 1  =>2 я 2 - £ г = 0 , Ьг =2а2 
\ b 2 + a 2 = 2a2b2 [2Ь2 +2а2 = 2а2Ь2

/ 2  2 
Цимати О - ро дар яке аз муодилахои системаи хосилшуда гузошта О - ро

меёбем
2 2 1 » 2 »  ̂ 2 * "У G С1 _•>2а'Ь - Ь ~ = а ,  Ь~ = — ;-----, — ;----- = 2а 

2а-  - 1  2 а 2 - 1

2 3 , 2 ^ 2 ^ 3  3 а о =2а = 2 — = —.
4 4 2

Хамин тавр? циматхои СС ва $  -ро дар муодилаи параболоид гузошта, 

Хосил мекунем:

4 хг 2 у 2 , 2 1 -------I- ——  - 2 z  2 х ' + у  =3 z
3 3
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Кори мусгакилонаи 3.1.1.
1. Дода шудаанд нукта^ои А(3; 3; 3) ва В (-1; 5; 7). Координатами 

нукта^ои С ва Д- ро ёбед, ки ин нуцта*о порчаи АВ- ро ба се цисми баробар 

та^сим мекунанд.

2. Дар тири oz нуцтаеро ёбед, ки аз нуцта^ои М |(2; 4; 1) ва Мг(-3; 2; 5) дар 

масофа*ои баробар мехобад.

3. Косинусном равишди*андаи вектори д = (l? -1 5 -l()- ро ёбед.

4. Дода шудаанд нуцта*ои Mi ( l ;  2; 3) ва Мг(3; -4; 6). Дарози ва равиши 

вектори М 1М2 -  ро ёбед.

“>
5. Векторной a = 2 f + 2  j  + fc Ва £ = 6 /+ 3  j  + 2fc ДОда шудаанд. Соя*ои 

пр а Ь ва п р ь а -ро ёбед.

6. Кунчи байни векторной а = 3 / + 4 J  + $ k  ва £ = 4 / + 5у -  3 £  - ёфта 

шавад.

Кори мусгакилонаи 3.2.1.
1. Масо^ати секунда ба 1̂ улла*ои А(2; 2; 2), В(4; 0; 3) ва С(0; 1; 0) ёфта 

шавад.

2. Зарби скалярии векторной а  ва Ь ёФта шавад, агар

1) а  = (1;-3;4), 6  = (5;1;2) 2) д  = (6;-2;l), ^  = (l;8 ;-3)

3 )6  = (3;7;0) ^  = (3;7;°) 4) Ъ = (2;6;4) £ = (2;6;4)

3. Зарби вектории векторной д = 2 /  + 5 j  + к  ва = j + 2 j  -Ъ к  ёфта 

шавад.
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4. Зарби вектории a b ду векторной зеринро ёбед:

а)a=2i + nj  + l0k> b=ii  + 6j ~ 2k

б )д  = (1;2; - 2), H 8^ 4) 

а)а=(1;-5;8), ft = (3;6;-2)

5. Зарби омехтаи c j -  ро ёбед, агар:

а) а = {4;-3;9), &= = (1;0;-1> с = ( -5 ;-4 ;3 >

б) a = = ( l;2;l), ь = = (  *;2; - 2> с=(8;б;4> 

в) а = (1;2;3)> Ь= = ( с = № А
6. З ачми пирамидаи секунда бо кулладои

А(0; 0; 1), В(2; 3; 5) С(6 ; 2; 3) ва Д(3; 7; 2 )-ро  ёбед.

Кори мустакилонаи 3.3.1.
1.Муодилаи дамвории аз нуктаи М(2;3;5) гузаранда ва ба вектори 

N  = 4/ + Зу + 2к перпендикуляр бударо тартиб ди*ед.

2. Масофаи аз нуктаи Мо(1',3;-2) то дамвории 2x-3y-4z+12=0 -  ро ёбед.

3. Муодилаи ^амвории аз нуктаи Mi(2;0;-1) ва Мг(1;-1;3) гузаранда ваба 

дамвории 3x+ 2y-z+ 5= 0  перпендикулярро ёбед.

4. Муодилаи хамвории аз нуктадои 0(0;0;0), Р(4;-2;1) ва Q(2;4;-3) 

гузарандаро тартиб дидед.

5. Кунчи байни ду дамворвдои додашудаи зерин ёфта шавад, агар:

а) 3x-2y-5z+2=0, x+4y+z-4=0;

б) 1 lx-8y-7z+6=0, 4x-10y+z-5=0; 

в) 5x-y-3z-2=0, -x+2y+10z-7=0;
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6. Масофаи аз нуцтаи M jM 2 то хамворихои овардашуда хисоб карда шавад:

а) x-2y+2z-3=0, М,(4;2;-1), М2 (-3;5;-7) 

б) 2x+3y-6z-7=0, М,(-2;5;1), М2 (9;1;2)

7. Масофаи байни хамворихои параллелии додашударо хисоб кунед:

a) 2x+y-2z-6=0, 2x+y-2z-15=0; б) 3x-2y+6z-7=0, 3x-2y+6z-35=0; 

Кори мустакилонаи 3.4.1.
1. Муодилаи хати рост ба намуди каноники оварда шавад:

\ 2 х  + Зу - 1 6z -  7 = О,
[Зх + y - \ l z  = 0 .

2. Муодилаи каноникй хати рости аз ду нуцтаи додашуда гузарандаро тартиб 
дихед:

а) Л /,(  1; —2; l) ва Л/ 2 (3; 1; - 1).

б) Л/, (3; — 1; О) ва Л/2 (l; 0; -3 ) .

3. Муодилаи хати рости аз нуцтаи М (2; -  3; -  5) гузаранда ва бо хамвории 

6x-3y-5z+2=0 -  параллелро тартиб дихед.

4.Кунчй байни хати рости

j x - 2 y - 5  = О,

[х -  3z + 8  = 0. 

ки бо тирхои координат ташкил мекунад, ёфта шавад.

5. Муодилаи хати рости аз нуцтаи М  (5;- 1;- 3) гузаранда ва бо хати рости

(2х + Зу  + z -  6 = 0,
(4х — 5_у — z  + 2 = 0. 

параллел бударо тариб дихед.

6. Нуцтаи бурриши хатхои роет ёфта шавад:

г) x-2z+8=0, y+5z+7=0.
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jc — 1 _  y - 2  _ z + 4 x - 2  _ y - 5  _ z - \  _ _ _ _ _ _ _ _  4 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

7. Муодилаи параметрии хати рости аз нуцта^ои Mi(2;-5;1), ва Мг(-1;1;2) 

гузарандаро тартиб ди^ед.

Кори мусгакилонаи 3.4.2.
1. Кун^и байни хаткой рост ёфта шавад:

( 4 x - y - z  + l2 = 0, f3x-2>> + 16 = 0,
{ > ' - / - 2  = 0. ва | 3 x - z  = 0. •

х + 1 у —2 z
2. Муодилаи ^амвории аз хати рости —~— -  ~ ~ р  -  — гузаранда ва бо

^амвории Зх+ у—2+2 = 0 перпендикулярро тартиб ди^ед.

3. Секунда бо цулла^ои А(1;2;-4), В(5;-6;2), С(3;8;-10) дода шудааст. 

Муодила^ои медианном секунчаро тартиб ди^ед.

4. Косинусной равшщщандаи хаткой рост ёфта шаванд:

х - 1  _  у - 3 _  2-5
а) ~ 2 ~ “  - 2  ~ ~ ~ Г

х + 8 _ у - 1  _  z  + 4
б) ~ 6  2~ ~ ^ Т

в) х = 4 -1 0 / ,  y  = 9 + 2t, 2 = 3 — 11/

г) х = 7 -1 2 /, y  = 9 + 5t, z  = 4.

5. Косинуси кунчи байни ду хати рост ёфта шавад:

х + 4 _ jy-5 _ z - 7  x - 8 _ .y  + 6 _ z - 1
a) ~ Y ~ ~ ~ T ~ ~ ^ 2  “  1 “  2 "  2 :

х - 3  y  + 5 _ z  + 2 х + 5 _ у ~ 2 _  z + 4
а) 2 ~ 7 "  8 ва - 8  11 7 :
6. Кунчи байни хати рост ва э^амворй ёфта шавад:

120



х + З j> -5  z + 4
a) ~Z\~ ~~ I]~  ~~Y~  83 2x~4y ~ 2z~9 = 0’ '■

7. Нисбат ба дамвории З х+ 4^-2дс-1  = 0  нуктаеро ёбед, ки ба нуктаи 

М(8;9;-1) симметря бошад.

Кори мустакилонаи 3.5.1.
1.Координатадои марказ ва радиуси сфераро муайян кунед:

2. Муодилаи эллипсоид тартиб дода шавад, агар тирдои координата тарной 

симметриаш бошанд ва дар сатди он нуктадои А(3;0;0),

3. Муодилаи сат^и додашударо ба намуди каноники биёред:

4х2 + 9 у2 + 36z2 -  8х - 1 8у -  72z + 13 = 0

4. Параметров ва намуди сатодои додашударо муайян кунед:

а) Зх2 + 3 у 2 + 3z2 - 6x + 9 ^ -1 2 z  - 7  = 0

б) 4х2 + 4 у 2 + 4 z 2 - 8 x - l 2 y - l 6 z ~ l  = 0

в) 3jc2 + 4 у 2 + 6z 2 - 6x + 1 6 ^ -3 6 z  + 49 = 0

г) 2х2 + 3>»2 -  6z 2 -  8х -  6.у -  12z -1  = 0

д )  4х2 +  9>»2 +  36z2 +  8х +  36у  -  72z  +  40 =  0

а) (х + 1)2 + ()> + 2)2 + г2 = 25

б) х 2 + у 2 + z 2 -  4х + 6у  + 2z -  2 = 0

в) 2х2 + 2у2 + 2z2 + 4у -  3z + 2 = О 

Г) х 2 + у 2 + z 2 = 2х.

В (-2 ;|;0 ) , С (0 ;-1 ;^ )х о б авд .

1 2 1



5.Нишон ди^ед, ки муодилаи додашуда кадом сатхро ифода мекунад.

а) х 1 + у 2 -  6х + 6 у - А г  + 18 = 0

б) 9х2 -  z 2 — 1 Sx — 18у — 6z = 0

*}авоб*о 

КМ. 3.1.1.

К)2 М
J  J  J  у

3. C o s a = j | ,  Cosp = , С<юу = - -  
15 5 7

2
4. |Af,M2| = 7, Ccwa = - ,  Cosp = ~ ,  Cosy = - ~ .

7 7 7
c 20 20
5. у  ва у .

6. arccos 17
50'

KM. 3.2.1.

S = - V 65Г 
2 2. 0 3. a b = 1 7 /+ 6 y -y t

4. 381 + 2b j б) д й  = (2 0 ;-2 0 ;-1 0 ) b )

5. a) 46; 6) -30; в) 18. 6. 20 (в. кв ).

KM. 3.3.1.

13

о б = (—38;—26;—21)

1.3x+3y-2z-27=0 2 .d--
л/29 ’ 3. 7x-lly-z-15=0

4. x+7y+10z=0

5 . a ) ( p  = 9(f, 6)q> = 45°, e) <p = 674'2', г )  <p =  28°42/.
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6. а ) 4 = | ,  6)</2 = lQ e)dx=d2= ^ . t

7. a) d = 3, б) J = 4 .

КМ. 3.4.1.

Х + 1 _  >>-3 _ £
L ~ 5 ~ ~  2 ~ 1 •

x - l _ , y + _ z +  5 х-3 _ у + 1 _ z

2. a) — - з “ 5  ̂ б> 2 -1 3

х - _ у  + 3 _  z + 5 
1  ^ б ” 3 " 5 

6 3 2
4 Cosa = Cos/J = Cos* = -

х - 5  _ у  + 1 _ z + 3 
5- ~\ ~ 3 ~ ~  -11 '

6. М(0;7;-2)

x = - 3 f - l
у  -  6t + 1 
z = t + 2

7.

КМ. 3.4.2.

201. 0 » - - .

2. x-5y-2z+ll=0

3. x=2+3t, y = 5 -llt, z=-7+9t а) 0 < / < l

2 - 2  1
4. а) Cosa = CosP = — , Cosx = -

6 2 36) Cosa = CosP = - ,  Cosx = “
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5. a) Cos<p = О,

6. а) 30°, б) 30°.

б) Cos<p = — ,

7.N(-3;-3;2;3;6).

КМ. 3.5.1.

l.a)C (-i;-2 ;0),r= 5 , б) С(2;-3;-1), в)(0;-1; | ) ,  г = |  г) (1;0;0), г=1

2 . ( x - 2 f  + { y - 2 f  +( z 2 +2) = 9

3‘ 9 + 5 ~ 1 “  ’

*о , Уо

О

б) x 2+ y 2+4z2 = ~ .

2 2 2 X У Z /  ч

В ) ¥ + 1 Г + Т  ’ °(1'~2’3)

6. а) X2 + у 2 = 4 2
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Боби IV. Ибтидои тахлили математики 

§ I. Ададхои хдкикй

Р
L Ададхои ирратсионали. Ададе, ки дар намуди касри

р , д  Ф 0  -ададхои бутуни мусбат ва манфй) тасвир кардан мумкин аст, 

адади ратсионалй номида мешавад. Ма^муи ададхои ратсионалй аз ададхои 

бутун, касри мусбату манфй ва сифр иборат мебошанд.

Таърифи1. З^ар гуна касри дахии беохири гайридаврй адади ирратсионалй 

номида мешавад.

Таърифи2. Мачмуи ададхои ратсионалй ва ирратсионалй дар якноягй 

ададхои хакщй номида мешаванд.

П. Усули идухсияи математикй. Усули идуксияи математики аз он иборат 

аст, ки ягон далел ё формуларо барои харгуна адади натуралии п  исбот 

кардан талаб карда мешавад. Барои ин аввало дурустии ин далел ё 

формуларо дар холати П = I месан^ем, баъд фарз мекунем, ки ин далел ё 

формула барои п = к  дуруст аст. Пас аз он исбот мекунем, ки ин далел ё 

формула барои п = к  + \ хам дуруст мебошад.

Ш.Бузургии мутлак. Агар X -адади хацихй бошад, пас бузургии мутлаци

адади X гуфта, адади гайриманфии |х  | -ро меномем, ки ин бо формулаи 

зерин муайян карда мешавад:

х, агар  х > 0  

|х| =  0, агар х  =  О 

- х ,  агар х ( 0

Барои ду адади хациции дилхохи X ва у таносубхои зерин чой доранд:

I .Ый а ,  ё - а <  х < а ,
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3-l * + -H -  w  + w

4\x ~y\ * W-W 
5 - M = N M

2. jjcj> a , яъне x>a ё x < -a ,

6.

IV. Сархади аники поёий ва балом. Бигзор, {-* }- ма^мри ададдои 

бошад.

Таърифи 3. Калонтарин аз сардаддои поёнии ма^муи {•*} -ро сардади анщи 

поёнии мачмуи {•*} меномем ва онро чунин ишора мекунем

т = inf {лг}.

Таърифи 4. Хурдтарин аз сардаддои болоии ма^муи {* }- ро, сархади 

аници болои ма^муи {*} меномем ва онро чунин ишора мекунем 

М  = sup {х } .

Аз ин таърифдо маълум аст, ки X > т  ва х  <, М  мебошад. Агар 

мачмуи {*} аз поён ва боло маздуд набошад, дар ин долат ба сифати 

сархади ашщи поёнй ва болой ~  00 ва + °о цабул карда мешаванд, яъне 

in f  {x}=—oq sup {jc} = +оо,

Мисоли 4.1.1. Ма^муи дамаи циматдои ратсионалии X -ро ёбед, ки

у  = \ х  + х  + 3 адади ратсионалй шавад.

Хал. Бигзор, X ва У ададдои ратсионалй бошанд. Акнун X -ро бо 

ёрии <7 ифода мекунем:
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у  -  х = л / х 2 + х  + 3 -  х  = q , 

л / jc 2  + х + 3 = х  + q , 

х 1 + дс + 3 = ( х  + q ) 2 , 

х 2 + х  + 3 = х 2 + 2 х  q +  q 2 , 

x + 3 = 2 лщ + q 2 , 

х  -  2 xq = q 2 -  3, 

q 2 -  3 1 x  —   . а Ф — 
1 - 2  q 2

Азбаски X -адади ратсионалй мебошад, бинобар ин, Ч * ~  мешавад.

*амонАкнун баръаксашро исбот мекунем: яъне ифодаи У  — л / х ~  +  х  +  3

... г-з
вацт ратсионалй мешавад, ки агар л j бошад, ки дар ин 40 Я -адади

ихтиёрии ратсионалй нобаробарн ~  аст- 

Дар а̂кртцат

у  = ^ х 2 +х + 3= № ---- i -  + ̂ - ^  + 3 =
1 1 (1 -2  q f  1 - 2  q

=  |fe2 -  з)2 +  fa2 ~  3X 1 -  2q)+3(1 -  2qf
0 - 2  qf

q4 — 2q3 + 7q2 - 6 q  + 9 _ 

1  0 - 2 ,7)2

fa2 - g +з)2 _\я2-я  +3|

0  -  2 # )2 | l - 2g|

Ифодаи охирон барои дилхо* Я -ратсионалй, адади ратсионалй мебошад. 

Мисоли 4.12. Исбот кунед, ки адади л/3 + -/2 -  ирратсионалй мебошад.
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Хал. Фарз мекунем, ки л/з" + л/2 — ратсионалй бошад. Пас адади

R -  F  -  1
v т/з+ л/2 НИЗ адади РатсИ0НалЯ мешавад, чунки нисбати ду адади

ратсионалй адади ратсионалй мебошад. Пас адади

■̂ 2 = — [(л/ J  + л/2 ) -  (л/3 -  л/2 )] цун фарци ду адади ратсионалй, ратсионалй

мешавад. Мо ба зиддият омадем, чунки Л  -адади ирратсионалй аст. 

Мисоли 4.1.3. Исбот кунед, ки адади t g  5 - ирратсионалй аст.

Хал. Фарз мекунем, ки £ g  5 -адади ратсионалй аст, ё худ

1 Ч -  —п  /я, ададхои бутунанд.

т

Пас, 5=10" , Ю" =5", 2И5М=5" аст.

Вале баробарии охирон номумкин аст. Адади 2 дар кис ми чапи баробарй 

зарб мешавад, аммо дар цисми рост нест. Дар тарафи чал адади чуфт хосил 

мекунад, дар тарафи рост бошад, адади ток мешавад, ки ин номумкин аст.

Ин зиддият нишон меди^ад, ки ^ g  5 -ирратсионалй мебошад.

Мисоли 4.1.4. Методи индуксияи математикиро истифода бурда,

баробарии 1 + 2  +  2 + ... + 2  '=  2" - 1  — р0 барои дилхо^ адади

натуралии W исбот кунед.

Хал. Бигзор, п  = 1, пас 1 = 1 баробарии дуруст аст. Акнун фарз мекунем,

ки ин баробарй барои П - дуруст аст, исбот мекунем, ки барои Л+1 низ 
дуруст мебошад.
Дар цацицат

1 +  2  +  2 2 + . .. .  +  2 "“' +  2 " =  2 я -  1 +  2 ” =

= 2 -2 " - 1  =  2 "+| - 1
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Мебошад.

Яъне баробарии додашуда барои П +1 дам дуруст будааст. 

Мисоли 4.1.5. Нобаробариро исбот кунед:

1 3 2л - 1  1

2 4 2л 4 2 п  + \ '

Хал. Дар долати п = 1 ичрошавии нобаробарй маълум аст. Акнун фарз 

мекунем, ки барои П ин нобаробарй дуруст аст ва исбот мекунем, ки барои

л +  1 ичро мешавад.

Дар дадидат

1 3  2п  - 1  2 и + ! 1 2п  + 1

2 4 2 п 2п + 2 -J2 п + 1 2п + 2

1 л/2/г + З 2п + \ 1 j(2w + З Х 2 « Т Т ) _
>/2и + 3 л/2и + 1 2и + 2 >/2и + 3 \  (2и + 2 )2 

1 |4 л 2 + 8и + 3  ̂ 1
V2w + 3 V 4 и 2 + 8л + 4 -ч/2и + 3 ’

мебошад.
Мисоли 4.1.6. Нобаробариро дал кунед:

|лг2 -7 jc  + 12| ) X2 - 7 * +  12

Хал. Аввало решадои муодилаи X2 — 7х  + 1 2  =  0 — ро меёбем

7 ±  л / 4 9  -  4 8  7 ±  1 ,  .
х, 2 -  -  ^ , дг, 3 , х 2

Аз ин но нобаробарии додашуда барои дамаи диматдои х, ки

X 2 — 7 X +  \ 2  { 0  аст, дуруст мебошад, яъне дар ролати

3  (  х (  4  будан ( х - 3 ) ( х —4 )  < 0

Мисоли 4.1.7. Муодиларо дал кунед х  ~  2 |х | —3 =  0
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Бо У = |*| — ро ишора карда, хосил мекунем:

у 2 - 2 у - 3  = 0 .

2 + л/4 +  4 -3 2 + 4 

=  2---------“  ’

У\ =  • Уг  =  3 а зи н ч о  7 i  =  l^ i l  > 2 =  21

Азбаски У -  I* | -  0 аст, бинобар ин, У\ — -дуруст намеояд.

Холати У = 3 дуруст меояд:

ё худ -': o : = ~ 3 , X q = 3

Мисоли 4.1.8. Сархади аници болой ва поёнии мачмуи {*} -  [0,1) -ро 

ёбед.

Хал. Ин мачмуъ элемента калонтарин надорад. Мачмуи сархадхои болой

барои ниминтервали [ о .О  мачмуи °°) мебошад, бо элементи 

хуртарин

1. Бинобар ин, sup  [0,l) = 1, мебошад, ки 1 € Сол) аст.

Аз тарафи дигар, барои мачмуи [о , 0  элементи хурдтарин мавчуд 

аст ва ба 0 баробар мебошад. Мачмуи сархадхои поёнии мачмуи [О ,1 ) , 

мачмуи ( -  со,О] мебошад бо элементи калонтарини 0, ки 0 сархади аник,и 

поёнии ниминтирвали [О , 1 )  мебошад. Хамин тавр, хосил мекунем: 

min [0;1) = inf [0;1 )= 0, 0 e[0;l)

Хал. Муодиларо ба намуди |* | 3 — 0 менависем.
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§ 2. Назарияи пайдарпащо

Таърифи1. Адади а  *удуди пайдарпаии х , ,  X 2 х  п

номида мешавад, агар барои *ар гуна £ ) 0, чунин номери ^ (б ')  ёфта 

шавад, ки барои *амаи п  ) -^(^) нобаробарии |*„ а \ ( £ ичро

шавад. Агар 1>т  х „ — а  бошад, пас мегуянд, ки пайдарпаи {х „ } дар 

*олати п ~ * 00 наздикшаванда аст ва дар полати муцобил дуршаванда. 

Таърифи 2. Пайдарпаи {*„} беохир хурд номида мешавад, агар 

lim Хп = 0  бошад.
И—»оо

Таърифи 3. Пайдарпаи дорой *удуди беохир ё номуайян, дуршаванда 

номида мешавад.

I. Критериям Коши .Барои он ки пайдарпаи {-v„} наздикшаванда бошад, 

зарур ва кифоя аст, ки барои *ар гунна £ ) 0 чунин номери N ( e )  ёфта

шавад, ки дар *олати п ) N  (г ) будан ва дилхо* адади натуралии Р 

нобаробарии

Х п+Р ~  X,

П. Адади е. *удуди пайдарпаии

меномем ва чунин ишора мекунем

( 1Y
,+ -ро з^ангоми П —>°о адади £

lim 1 +
«-►«I ft

,V
■■е, е = 2,7182 ...

Ш. Теоремами асосии з^удуди пайдарпаи^О- Бигзор, пайдарпаиз^ои {хя} ва 

{у„ } наздикшаванда бошанд, он го*:
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!)  Хп - У „ ^  11т х и <  l i m  у н,
п-*о п~*с0

2 )  l i m ( x n ± y n) = l i m x „ ± l i m y n,
я—>00 '  П->00 п-* 00

3 ) l i m ( x „  ■yll) = l i m x ^ I i m y . ,П̂ЛПО ' И_LM и_кмЧ/f—>00 Я-ЮО
х  limx„ 

4 )lim  —  = -2̂ 2—  
- * - у я lim_yn

, J i m ; / , *  0 ,  ( л * о ) .
и—кои 4 '

мебошад.

Пайдарпаии наздикшаванда фацат ва фацат якто ^удуд дорад.

п
Мисоли 4.2..1. Бигзор, п  +  1

( «  =  1 ,2 ,3 . . . )  бошад

Исбот кунед, ки х «  ̂ ’ мебошад. Барои *ар гуна S ) 0 чунин

N  = N ( e ) -ро майян кунед, ки дар ролати П> N  будан нобаробарии

|*я — ̂  | ( Е и^ро шавад.

^адвали зеринро тартиб меди^ем:

£ 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,000001

N 9 99 999 9999 99999

Хал. Дар асоси таъриф ва шарти мисол, пайдо мекунем:

л + 1
-1 -1

л + 1
1

я + 1
■<е,

и > —- 1  = iV(e) . 
£

Аз формулаи N  ( s  )  — 1 истифода бурда, чадвалро пур

мекунем:

132



iV(0,Ql) = —---- 1 = 100-1 = 99,
0,01

N (Ot 1 ) = - L - 1 = 10-1 = 9,

iV(0,00 l) =
0,001

-1  = 1000-1 = 999,

Wfo.OOOl) = — -------1 = 10000 -1  = 9999.
v '  0,0001

Мисоли 4.2.2. Аз таърифи ХУДУД истифода бурда, нишон дихед, ки

2/?—1
l im *n= l  асщ агар ха = бошад. Аз кадом П -саркарда

нобаробарии I*» — ( ®,01 ичро мешавад.

Хал. Барои хар гуна £  ) 0 чунин адади натуралй ёфта мешавад, ки дар 

ролати п  ) N ( s ) будан нобаробарии — ^ ичро мешавад. Аз ин

40

2и-1
2и+1 2и+1

2 2 .  2  , 1 1
=-------<£, --------<£, 2 П>---- 1, П>------ .

2 п+ 1  2 п+ 1  е s 2

1 1
Ба сифати N  (е )  цисми бутуни 2  -Р° мегирем ё худ:

N ( e )  = 1_1 
£ 2

N{s)=
1 1 100-

1
= [99,5] = 99

0.,01 2 _

Нобаробаририи | * n — 11 -  0 > 01 аз номери 99 -cap карда ичро мешавад. 

Мисоли 4.2.3. Критерияи Коширо истифода бурда, наздикшавии

, = 1+ 1 +1 + + 1  пайдарпаии л ^  З2 и2 ро исбот кунед.
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Хал. Бигзор, f ) 0  бошад, он го* дар асоси критериям Коши *осил
мекунем:

\ \ +Р ~ х„ =
, 1 1  1 1  1 
1+ ? + ? + - + 7 + М т + " ' + ( ^

1 _  1 _ 1 1 1

22 З2 “ п 2 (и+ l )2 (и + 2)2
- + . . .+

1

("+рУ
-+ .. .+-

(и+ l )2 {п+2)2 (п + р ) 2 г{п+\)  (и + 1)(л+ 2) ( п + р - Ц п + р ) Щ\

1 1 1 1 1 / 1 /
п п + 1 п + 1 п+ 2  п + p - l  п + р  п п + р  п 

Аз ин чо *осил меунем, ки дар *олати Я ) N  ( f ) ,  барои *амаи адад*ои 

натуралй w j ин пайдарпаи наздикшаванда мешавад.

Г (  П +  2Мисоли 4.2.4. ХУДУД *исоб карда шавад: п

Хал. Аз формулаи адади е истифода бурда, *удуди зеринро *исоб

мекунем: | m ( ^ )  - l i n ( l* ; )  - 1ш { 4 )' -  1т { 4 )'

Мисоли 4.2.5. Худудро лис об кунед

2пъ 1 + 5п2'

-е'.

lim
2п + 3 5п +1

Хал.
(  2п3 1 + 5я2>|

и т  — ;----------------
, , w \ 2 n ~ + 3 5я + 1

-j = lim-
2я3 -1 7 « 2 + 3 

Юл3 + 2и2 + 15« + 3

Сурат ва махрами касрро ба дара^аи калонтарини номаълум И3 тацсим 

намуда, *осил мекунем:
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lim х„ =  lim
2 - Ч г  + -

И - » е о  ”  10 +  -  +  Ц- +  - у  10 5
» #Г п

Мисоли4.2.6. ХУДУДИ Х" -ро ёбед, агар Xn=!f5n бошад.

3{ал. Барои хал намудани ин мисол мо аз формулаи зерин истифода мебарем

lim \Гп = 1

Яъне /7—>сс
lim lim л/5 л/й = lim л/5 lim "4п = lim 5 "= 5 °= 1 .

§ З.Функсияи яктагйирббанда

Таърифи 1. Агар ба хар як цимати X аз мачмуи {х } бо ягон цонун ё 

цоидаи муайян адади У аз мачмуи {у  } мувофиц гузашта шавад, пас

мегуянд, ки дар мачмуи {х } функтияи У~.КХ) муайян карда шудааст.

Дар ин ч° х  -Р° аргумент, У -ро функсия меноманд. Мачмуи

{*} сохаи муайянии функсия ва мачмуи {у} -сохаи циматхои функсия 

мебошанд. Сохаи муайянии функсия шуда метавонанд:

интервал а { х ф  ,

[а;б) , а <х <Ь,  
ниминтервал а (х<Ь,  ё 

порча а<Х<Ь,

интервали беохир (~°°; +°°) , -о о (х (+ о о  аст.

Графики функсияи У=/(Х) гуфта мачмуи нуцтахои хамвории Х0У

бо координатахои (*» f  (*)) — ро меномем, ки х  е  { * } , / ( * ) «  М  

аст.

Функсияи f  (х ) чуфт номида мешавад, агар V *  / ( —х) = / (х) шавад
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ва ток номида мешавад, агар f ( ~ x )  = —f ( x )  шавад. Кайд мекунем, ки 

графики функсияи чуфт бо тири ордината симметрй буда, графики функсияи 

тоц бо ибтидои координата симметрй мебошад.

Функсияи f { x )  даврй номида мешавад, агар чунин адади мусбати Т

ёфта шавад, ки —f i x )  шавад, Т-даври функсия номида мешавад.

Мисоли 4.3.1. Со^аи муайянии функсияи

f ix)  = Vl-2x + 3 arcsin ^  ёбед

Хал. Цамъшавандаи якум дар ролати 1 -  2 х > 0 кимати здаикиро

■ Зх ~ 1 .кабул мекунад, чамшавандаи 2-юм дар ролати ~ 1 -  — -—  ^  1 муайян

мебошад. ^амин тавр, барои ёфтани со*аи муайянии функсияи додашуда, 

системаи зеринро

1 -  2  дг > 0  ,

3 х -  1
2

3 х — 1

*  -  1 , 

<  1 ,

Кал кардан лозим аст.

Ин системаро х,ал намуда, косил мекунем:

1 , 1 х<— , х<1, х> . 
2  3

Аз ин ч° К°сил мекунем, ки сокаи муайяни функсияи додашуда порчаи

1 1
3 2 мебошад.

Мисоли 4.3.2. Мачмуи киматдои функсияи додашударо ёбед:
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— 1 < Sin X < 1. Ин нобаробариро ба 3 зарб мезанем:

— 3 < 3 sin X < 3 . Акнун 2-ро *амро* мекунем:

- 1  < 2  +  3sinx  < 5  , ки аз ин 40 маълум аст, ки создай щшатз^ои 

функсияи додашуда порчаи [- 1; 5 ] мешавад.

Мисоли 4.3.3. ^имат^ои хусусии / ( ~  0» /(® ) > /(^ )  > /(4) функсияи

fl + x , -с о  < х < О 

[ 2 ,  0 < х< +оо,

здесоб карда шавад.

Зал. Барои здесоб намудани цимат^ои / ( - 1)> / ( 0 )  функсия - 

/ ( х )  =  1 +  Х- ро истифода мебарем ва барои *исоб намудани кимат^ои 

/  ( 2 ) ,  / ( 4 )  функсияи /  ( X ) = 2 * .ро истифода мебарем. Яъне

/ ( - ! ) - 1 - 1  = 0, / ( 2 ) = 2 2 = 4 ,

/ ( 0 ) =  1 + 0 = 1, / ( 4 ) ~  2 4 = 16.

Мисоли 4.3.4. Графики функсияи

У =  (l—х 2 )(2+х) —ро созед.

Зал. Создай муайянии функсия интервали (— 00 j"*"00)  мебошад. Функсия 

дар ролати X — ±  1 ва X =  —2 ба сифр мубаддал мегардад. Агар 

— со ( X (—2 ва. — 1 ( X ( 1  бошад, > 0 0  ва агар

—2 (х (—1, 1<Х< QO бошад, У ( 0  мешавад. Цадваш ^иматз^ои 

функсияро тартиб медиз^ем:

у  =  - ( х 2 -  1)(2  +  х) =  -  (х  -  1)(х  +  1)(х  +  2 )

/  (х ) = 2 + 3 sin х .

Зал. Азбаски | s in x |< l аст, аз ин 4 0  з̂ осил мекунем:

137



X -3 -2 -1,5 -1 -0,5 0 1 1,5

У 8 0 -0,625 0 1,125 2 0 -4,375

Дар асоси чадвал графики ин функсияро месозем ( Ниг. ба раем):

Мисоли 4.3.5.. Чуфт ё ток будани функешцои зеринро нишон ди*ед: 

а ) /(дг) = х 2 i f x  + 2  sin  х,  

t f ) / ( x )  =  2 ‘ + 2 - '.

Хал. а ) х  -ро ба - х  иваз намуда, х,осил мекунем:

/ ( - х )  =  ( - x ) 2V - x + 2 s i n ( - x )  =

=  х 1 ( - :\ [х ) -  2  s i n x  =  - ( х '  t f x + 2  s i n x )  =  -  f ( x )

Функсияи додашуда ток мебошад.

б ) / ( - х )  = Т Х + ?  =2Г + Г  =Хх)

Яъне функсияи додашуда чуфт мебошад.

Мисоли 4.3.6. Даврй будани функсияро нишон ди*ед ва даври онро 
муайян кунед, агар

/ ( х )  = Sin 6 х  + tg A x  бошад.

2к  _ л
Хал. Барои чамъшавандаи якум даври асосй ~ь~~з  83 барои
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ж
•(амъшавандаи дуюм даври асосй мебошад. Маълум аст, ки даври асосии

л  п
ин функсия каратнокии хурдтарини умумии ададхои "у ва ~  мебошад, ё

худ 7Г .

Аз ин 40:

f ( x  + n) = sin 6 (х + л)  + lg4(x + л )  = sin(6 x + 6л)  + tg( 4х + Ал)  = 

= sin 6х + tg4x = /  (х) 

мебошад.

§ 4. Тахбвди маф̂ уми функсия дар ищисоди&г
Мафхуми функсия дар халли масъалахои ицтисодй васеъ истифода бурда 

мешавад. Баъзе функсияхоеро, ки дар ицтисодиёт бисёр истифода мешаванд 

дида мебароем.

Функсияи манфиатноки (судмандй) U аз микдори мол X вобаста 
аст (ниг. ба расми 4.4.1):

Функсияи барориш - хачми махсулоти истехсолшаванда аз хаЧми 

коркарди захирахои мавчуда х вобаста мебошад. Функсияи барориш холати 

хусусии функсияи истехсолот мебошад, ки вобастагии натичаи фаъолияти 

истехсолиро аз омилхои хизматрасонй ифода менамояд.

Функсияи харо^от -  вобастагии харочоти истехсолот аз xa'i-ми махсулот. 

Функсияи харо^от низ холати хусусии функсияи истехсолот мебошад.
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Функсияи такозо ва арза вобастагии *ачми такозо D ва арза S  -ро аз 

нархи мол Р  -ро муайян мекунад.

Ягон навъи молро мегирем. Бигзор, D(p) микдори моле бошад, ки харидор 

хохиши харидан дорад. D=D(p) -  Ин функсия, функсияи такозо ба мол 

мебошад. Ин функсияи камшаванда буда, одатан чунин намуд дорад:

D(p) = K p  “+ C i 

ки дар ин чо О <0 мебошад (нигар ба расми 4.4.2):

Расми 4.4.2. Графики функсияи такозо 

Аз тарафи дигар, бигзор S(p) микдори моле бошад, ки фурушанда дар 

бозор бо нархи р арза мекунад. Маълум аст, ки арза бо болоравии нарх 

меафзояд. Барои *амин *ам функсияи арза S=S(p) функсияи афзоянда 

мебошад. Одатан ин функсия чунин намуд дорад:

S  = р Ь +d

ки дар ин чо Ь>1 (нигар ба расми 4.3.3).
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расми 4.4..3 

Графики функсияи пешни^од 

Дар ицтисодиёт цулай аст, агар арза бо такозо мувофиц ояд ё худ

D(p)=S(p).

Нархи р“ ро, ки шарти баробарии арза ва такозоро цаноат мекунонад, 

цолати мувозинатй номида мешавад. Нуцтаи бурриши график^ои 

функсияхон D=D(p) ва S=S(p) нуцтаи мувозинатй номида мешавад(ниг. 

ба расми 4.4.4):

§5. Хуцуд ва бефосилагии функсия

I. Адади А  худуди функсияи / (* )  хангоми X —> а  номида мешавад, 

агар барои харгуна £ ) 0 чунин 5 ) 0  ёфт шавад, ки дар холати

|х  — £?| (<5 будан нобаробарии | f ( x) ~ А | ( Е ичро шавад. Инро чунин 

ишора мекунанд:

lim f ( x ) =  А
х —► а

Агар f ( x ) = 03 шавад, он гох мегуянд, ки f  (х )  бузургии беохир

калон аст хангоми Х —>а
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Агар / ( * )  0 бошад, он го* мегуянд, ки j \ x \  "бузургии беохир

хурд мебошад дар *олати х  —> а .

Формулами асоси *удуди функсия

sin а х - \  . 
/ )  lim —  = 1 5) lim  = In а

•t ->0 х  х

2 ) lim(l + x)* = е 6 ) lim ^ + ---- -дг-ю
/

=  т
X

- 5 4 г 1 , 4  -гч I- 1 -c o s  jc 1 3) lim 1 + — = в 7 ) limX— х )  '* -»  X1 2
I n f l  +  Л*) lim (ы—1)—v

4) lim —------- = 1 8 ) lim и = e x~'°
x~*° x  -t->°

Функсияи / ( * )  дар нуьр-аи X—a  бефосила номида мешавад, агар

^  ~  f i p )  шавад.

Аз ин таъриф мебарояд, ки агар функтсияи f i x )  дар нуцтаи X = а

бефосила бошад, пас /  (х ) — навиштан мумкин аст.

Функсияи f  ( я  )  дар нуцтаи X —О бефосила номида мешавад, агар

барои *аргуна £ ) О чунин 5  ) 0 ёфта шавад, ки *ангоми \х ~ а\ ( $

будан нобаробарии \ f ( x ) —f ( d )  | (  s  инро шавад.

Бефосилагй аз тарафи чап ва рост чунин навишта мешавад:

lim f ( x )  = f  ( а - о ) .  lim (*) = f ( a  + o )
x -»a-u x->a+<> ’

Агар функсияи / ( * )  дар ну*таи а  дорой хосияти бефосилагй набошад, 

пас вай дар ин ну^та каниш дорад.

Каниши бартарафшаванда:
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f { a - o )  = f  {а+ о) Ф f  {а),

Каниши чинси якум:

Л а- ° ) * Л а+о).
Каниши чинси дуюм, ацаллан яке аз *удуд*ои яктарафа вучуд надошта 

бошад.

Агар функсияи / ( * )  дар *амаи нуцта^ои со*а бефосила бошад, он 

го* мегуянд, ки вай дар ин со*а бефосила аст.

. Функсияи / ( * )  дар ма^муи {*} мунтазам бефосила номида мешавад, 

агар / О О  дар мачмуи {х } муайян бошад ва барои *ар гуна адади 

£ }о  чунин S (е  ) )  0 ёфта шавад, ки барои дилхо* ду цимати 

X, Х2 е {*} гирифташуда, *ангоми |х ,—х2 |<<5 будан нобаробарии 

\ f (.x \ ) “  f i x  2 )| ̂  ® ичро шавад.

Теоремаи Кантор. Агар функсия f  (х  )  дар порчаи [ °  5 Ь ] муайян ва 

бефосила бошад, пас вай дар ин порча мунтазам бефосила аст.

х 2 -  9
Мисоли 4.5.1. Ефта шавад: Ч™3 X 2 -  3 х

о
Зал. Дар ролати ба чои х  гузоштани 3 номуайянии ~  *осил мешавад, 

бинобар ин, мо ин касрро табдилди*й мекунем:

х 2 - 9  ( х - 3)(х +  3) .. х  +  З 3 +  3 6 .
l i m—------- = l i m- --------—-------- =  l i m------- = -------- =  — =  2

х -  Зх *-*3 х (х  -  3) r->3 х  3 3 '

Мисоли 4.5.2. Таърифи *удудро истифода бурда, исбот намоед, ки 

Пт(3х -  8) = -5  мешавад.
.V—>1

Зал. Дар асоси таърифи *удуди функсия бо ибораи £ ~  8  ^осил
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M l  (s  . |/(х)-/(я]|=|Здг-8 + 5| = |3*-3| 

= 3|x-l| (в , |х -1 |< |  = ,S , S ( e ) = l

Хамин тавр, хангоми |х  ~  ̂ | (  $  будан ноборобарии |3х - 

ичро мешавад, бинобар ин ^ ( З х  ~  8) =  —5 аст 

Мисоли 4.S.3.. Ефта шавад:

.. 1 -  COS 5 *
lim -------- г------
лг-»0 х 2

Хал. Аз формула^ои асосй истифода мебарем:

.. 1 - cos5jc 2sin2(^) 2 
lim -------;----- = lim --------=  l im— ,

jc_»0 / 7 »2

мекунем:

*-►0 X 2 iiY
''s in '; ''

Sx  
V 2

Мисоли 4.5.4. Худудро хисоб кунед:

lim
* -» <*> ^ х  + 1 

Хал. Табдилдихй намуда хисоб мекунем:

lim = | - —- I =Iim
JC + 1

1 + - 2  
x + l lim I 1 +

X +  l

.. 2x lim —
_а х-*о 1+X__ -2 _=e

x +
~ T

Мисоли 4.5.5. Хисоб карда шавад:

144



iim^ d = iim! p d =lim _ ^ =i
*-* Ь - 1 t/1 + y-l г*  Ф + у-\ 3

У

Мисоли 4.5.6. Зудудро *исоб кунед:

.. ln (l+ x )
l i m— ------- -
*-»» 3 r - 1  '

Зал. Аз формулами асосй истифода мебарем:

1п(1+х) х

Зал. Ишора мекунем: х  1— У* х  5 У  аз ин 4 0

П т 1п(!+Х) = |
дг-*0 у  —1 I_>0 3 '- 1

= . lim— L  = I ,_ L  , _ L
*->o % 3х — 1 1пЗ 1пЗ

X

Мисоли 4.5.7. ЗУДУД *исоб карда шавад 

Зал. Аз формулаи (8) истифода мебарем:

lim I + tgx
I + sin х

lim
л->0

1 + tgx  

1 +  s in  x
=  e

,h„f J±se_ _ ,VJ_
г->(\ l+sin x j sin j

tgx-sin.x 1 l im - ----------- lim 1-cos a:
_  g*-»> 1+sin.x s in *  _  g * - » » l+ s in *  cos.v = e °  = \

Мисоли 4.5.8. Функсия^ои о )  ( t g x ) 2 , б )  a /9  +  X — 3 — po 60 

функсияи беохир хурди g(x) = X дар ролати X —>0 будан муцоиса 

кунед.



limM l = l im f ^ Y .  x  = l i m f ^ T . l i m x = I .  0 = 0Дал. л)х_ю x  x  j  M0^ x  j дг->0

Функсияи ) нисбат ба функсияи & (*) =  X функсияи беохир хурди

тартиби олй мебошад, ё худ (tgx  ) 2 =  °  (* ) .

.. л/9 + х  - 3  .. 9 + Х - 9  .. 1 1 
~  l im---------------= lim —т - р = ------■t = l im—= — -----=

; х  х^°  х[л/9 + х  + 3) х~*° v 9  + x  + 3 6

Фуксияи беохир хурди \ 9  + X —3 нисбат ба X функсияи беохир хурди 

тартиби якхела мебошад.

х 2 - 2 5
Мисоли 4.5.9. Нишон ди*ед, ки функсияи У ~  х  — 5 даР ну*;™

X =  5 каниш дорад.

Уфа. Маълум аст, ки дар нуцтаи X =  5 ин функсия номуайян мебошад 

0_
q . Дар нуцта*ои дигар ба X — J  касрро тацсим намудан мумкин аст, 

чунки X — 5 ^ 0 .  Аз ин ч° = ^  = я ъне

/ ( 5  -  О) = / ( 5  + О) *  / ( 5) Функсия дар нуцтаи X — 5 каниши 

бартарафшаванда дорад.

/ Ч sinx
Мисоли 4.5.10. Нишон ди*ед, ки функсияи J v '  |^| дар нуктаи

X =  0  каниши чинси якум дорад.

^ал. Дар *ацицат
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ролати X - X

/ ( 0  + 0 ) =  lim 5!IUL=J
V '  x-* 0 + 0 x

Л\ .. sin x/ ( 0  -  0) = lim -------= - I
4  y  0 - 0  —  x

мебошад, яъне /(О + О) Ф / (О —О), бинобар ин, функсия дар нуцтаи X =  О 

каниши чинси якум дорад.

Мисоли 4.5.11. Мунтазам бефосилагии функсияро татциц намоед:

а) f ( x )  = x 2,

б ) f ( x )  = s in — , jc e (0 ,l)
x

3{ал. а) Дар интервали ( — £ ; £ )  функсияи додашуда мунтазам бефосила 

мебошад, чункй барои *аргуна £  ) 0 чунин ) 0  афт мешавад, ки дар

( 3  буданнобаробарии \ f  (х  ) ~ f ( . x  ) |<' £ 

ичро мешавад, яъне

|Д х  ’) - / ( х  ” )| = |jc,2 -jc”2| = |jc’-jc"|-|jc’+ * ’j.

Маълум аст, ки |* "*"*  ̂<  2^ аст> бинобар ин, *осил мекунем, ки,

\ f i .x  ')  — f ( x  ")!<  2 ^-|дс'—л :" |< £  дар*олати & ( £ ) = будан

функсияи додашуда мунтазам бефосила мебошад. 

я
б) Функсияи sin ~  дар интервали (0;1) - ма*дуд ва бефосила

мебошад. Вале ин функсия дар интервали додашуда мунтазам бефосила 

намебошад. Дар дацицат дар интервали (0;1) пайдарпаити нукпцои

, 1  ■ ■ 2
V  __  у  — ___________

п ~ п  83 2/7 +  1 'Р° мегиРем- Он го*
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1 2 1
> 0 , « ->оо.\х „ - х  „ =

п 2я+1 л(2и+1)

Вале

| / ( <  ) - / ( * " «  Л
. п

s i n ------- sin
*

тт

л

sin п я  — sin

мешавад. Аз ин 40 ^осил мекунем, ки функсияи додашуда дар интервали 

(0 ; 1) гайримунтазам бефосила мебошад.

Аксари функсия^ои дар масъала^ои и!?тисоди истифодашаванда q 

бефосила намебошанд. Масалан, функсия^ои такозо ва арза метавонанд 

функсия^ои канишнок бошанд.

Функсияи меъёри андоз N  дар фоиз, ки аз бузургии даромад q вобаста аст, 

функсия канишнок мебошад(ниг. расми4.6.1):

Расми 4.6.1. Г рафики функсияи андоз 

Аммо бузургии андоз аз маош Р функсияи бефосила аз даромади солона q 

мебошад (ниг. ба раем 4.6.2):

§6.Маънои щгисодии бефосилагии функсия

iVt

о я
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Расми 4.6.2. Графики функсияи андоз аз музди кор 

Аз бефосилагии функсияи P=P(q) дар цолати хусусй мебарояд, ки 

даромади андозсупоранда кам бошад, бузургии андоз аз музди кор низ зиёд 

нест. Чй тавре ки маълум аст, ду намуди асосии муносибат*ои бозорй - 

такозо ва арза мавчуданд. ХаР дуй ин мафнум аз омил*ои зиёд вобастагй 

доранд ва дар байни ин омил*о аз хама асосй нархи мол мебошад. Нархи 

молро бо р  -ишора мекунем, *ачми такозоро бо D  -  ишора мекунем, 

бузургии арзаро бо S -  ишора менамоем. Мазмунан функсияхои D=D(p) ва 

S=S(p) аз р бефосила вобастагй доранд. Яъне бо кам тагйирёфтани нарх, 

такозо ва арза хам кам тагйир меёбанд. Вале дар баъзе холатхо такозо 
чахишнок тагйир меёбад, ки хангоми болоравии нарх дар баъзе молхо, 

такозо ба ин молхо паст мешавад, агар нарх якбора боло равад, такозо 

ба ин мол тез паст мешавад. Дангоми та^лили функсиянои D=D(p) ва 

S=S(p) хосият*ои функсиянои бефосиларо истифода бурдан мумкин аст. 

Фарци D(p)-S(p)- ро мегирем. ^ангоми паст будани нарх р D(p)-S(p)>0 

(такозо аз арза боло меравад) ва дар акси \ол D(p)-S(p)<0 мешавад. Барои 

фарци D(p)-S(p) теоремаи Болсано - Коширо истифода бурда, ба чунин 

хулоса меоем: нархи Ро - мавчуд аст, ки D (p o )-S (p o )=  0  мешавад, ё худ 

D (p o )= S (p o ) . Ин нархи мувозинатй номида мешавад.
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о х

Кори мустакилонаи 4.1.1.

1) Исбот кунед, ки ададаои зерин ирратсионалй мебошанд:

а)2 + X  = a 4 t ,  б) Л .

2) Сар*ади поёнй ва болоии адад^ои ратсионалии Z -ро ёбед, ки
2 .

нобаробарии Z  < z  -ро цаноат кунонанд.
3) Бо методи идуктсияи математики дурустии ифода^ои зеринро исбот 

кунед:

1 +  2 +  3 2 + ...И2 =
л(л +  lX2 w + 1)

а) - -  6

б) 2 !-4 !- - (2 и ) !> [(и  +  1)Г , п >  1;

, 1 1  1 1 ^ч 1+ - = •  + - = +  ... + -= ■ >  —, и > 2 .
в) л/2 V3 л/й и

Кори мустацилонаи 4.1.2.

1) Нобаробариро *ал кунед:

а) |х -  2 | > 1, б ) |2 * - 1| < | х - 1|

2) Муодиларо *ал кунед:
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а)  |Здг-4| = ^-, б)|д:| = х + 5.

3) Исбот кунед, ки

inf{jr+>'}= inf{jc}-»-inf {у}.

4)Бигзор, {дг} = |* + 2 " з" '’} бошад. Ёфта шавад in f ва  sup{x}.

Кори муста^илонаи 4.2.1.

I) Аз таърифи *удуд истифода бурда, нишон ди^ед, ки

Зи2 +1 3
5п 2 — 1 _  5 МеШаВаД' кадом номеР саР карда, нобаробарии

3

" ■ - 5
<0.01 ичро мешавад?

2) ЗУДУОДОИ зеринро дисоб кунед:

. . .  Зп2 +5п + 4 . . . .  пг у  
а) lim ----------- г— , б) l im y  п ,

п->сО 2  -+■ YI п~*93

e ) lim /i2( n - V « 2 + l l  г ) lim —т = ^-—т= 
п -> «  '  Г  +

Кори мустацилонаи 4.2.2.
1. Худудро ^исоб кунед:

/  -%\2п
а) limf—

б )lim(V2 -V2 - ^ - - 2-</2 )
Я —+ »  '

1 - 12. Нишон ди^ед, ки пайдарпаии j | якзайл камшаванда мебошад.

3. Критерияи Коширо истифода бурда, дуршавии пайдарпаи {-*-« } ро исбот
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- i l l  1  
кунед, агар Л’и _  2  +  3 + + и бошад.

Кори мустацилонаи 4.3.1.

1. Бигзор , / М  = arc cos {tgx)  бошад, пас (ниг. ба расми 4.4.1) ёфта 

шавад:

2. Функсияи хаттии f  (*) -ро муайян кунед, агар

f ( —l)= 2  ва  f  (2 ) =  —3 бошад.

3. Со*аи муайянии функсия^оро нишон ди*ед:

2 + х
а) у  = lg-------, б) y= arcsin  lg—

2 - х V \0)

в) у  = V -*  + ..г) у  = Мх + 1 . 
ы2 + х

4 . Мачмуи цимат^ои функсияи у  = X2 — 6х + 5 -ро ёбед.

Кори мустакилонаи 4.3.2.

1. Графики функсияи У -  X2 (2 — х)2 .р0 дар порчаи [-3 ;3] созед.

2. Муайян намоед, ки кадоме аз ин функсия^о чуфт ё тоцанд:

<-)/W  = i ( a '+ a - ' )  6)f(x) = lg-р—,
2  1 - х

в) f i x )  = х 4 sin 7х, г) f i x )  = х 2 + sin х

3. Даври асосии функсияи f i x )  = COSX.po ёбед.
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5дг + 2 _ л
1) Таърифи нудудро истифода бурда, исбот намоед, ки 11Ш Л , аст.л_»4 z x  + J

2)Худудро нисоб кунед:

. х2 - 6х + 8  N i fx  -1

0) 1 ;j P 7 ^ h  *) 1 й » т т :

Кори мустацилонаи 4.5.2.
1) Зудуди функсияро нисоб намоед:

lim  ^  f r - ^ ; б) lim['/(-r+fl,Xj:+A) - 4  
“ 2+Ух

Корт мусгацидонаи 4.5.1.

•) lim(1+*2)'-2 •г-Ц>

2) ХУДУЗДОИ яктарафа ёфта шаванд:

\ 1 • |sin jc| Jsin дг|
а) l im 1— -> l im 1— 1

jr—►О •* д:->0+0 X

Ijm R - Й З Й
3) Бигзор, х  —> 0 бошад. Пас тартиби функсиянои беохир хурди зеринро 

нисбат ба х муайян кунед:

a) f ( x )  = 2s\n4 х - х 5, б ) / ( х )  = ех cosx,
e ) f ( x )  = tgx+x.

Корт мустацилонаи 4.5.3.

1) Нишон динед, ки функсиянои додашуда дар нуктаи Х  =  Х 0 кадом намуди 

канишро доранд:
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a) f i x )  = arctg— *0 =5; 6) f { x )  = ------ г , x0 - 0;
U 2 -

в) f i x ) = tgx, *0 = j ;

2) Дойр ба бефосилагй тадцщ намоед:

о) У = - ^ -7 !  б ) У = п !  ») У - — V -
* - 2  и  1+е- ,

3) Мунтазам бефосилагии функсияро тадцик; кунед:

a) f i x )  = 4 x ,  (1 < х < оо); б) f i x ) ~ ~ ^ ^  - 2 < х < 2 .

Чавобхо 
КМ. 4.1.2.

1)а) (-°°;1М З;°о), ъ ) 0 < х < ^ '

2)а){ Н } ’ б)'2,5, 4)0;L
КМ. 4.2.1.

1) N=5, 2) а) 3, 6)1, r ) i .

1) а ) б 4 , 6) 2.

КМ. 4.2.2.

КМ. 4.3.1.

1)|г;|;0, 2 ) / ( * ) = “ * + ^ ,  3) а ) - 2 < Х < 2 .

б) 1<х<100, в ) -2<х<0 , г) -со<х<оо,

4) -оо<х<оо.

КМ. 4.3.2.

2) а) чуфт, б) ток;, в) ток, г) на ток ва на чуфт,
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т

КМ. 4.5.2

1)а) -2 , б) ; у = .  в)е ,  г)л/ё.

2) а) - 1; 1, б) - 1; 1.

3) а) чор, б) як, в) як.

КМ. 4.5.3.
1) якум, б) якум, в) дуюм.

2) а) х  = 2 каниши чинсй 2-юм; б) х=0 чинсй як

в) х  = 1 чинсй як.

3) 45°

К.М. 4.5.1.

2 ) а) 0,5, б) ~  , в) 0,25, г) е t 3 ) 21па.

160



Боби V. ̂ осила ва дифференсиал 
§1 Хосила

Таъриф 1. Хосилаи функсияи У = f i x )  дар нуцтаи цайдкардашудаи х

. . д У f i x  + Ах)-  f i x )  гуфта ^удуди охирноки ифодаи = —------ ^ -----—  -ро дар *олати

Ах -> 0 меномем ва онро чунин ишора мекунем: У х , }  I * )  , D J , .

L Коидвдои асоси косила:

1) ( с ) '= 0 , с- доими

2) {си ) = си ' ,

3) ( х ) 1 = 1 ,

4) (u iv )1 = и ± у \

5) (м-v /  = « /v + v /u,

(  и У  u ' v - u v 1•>ы — — •
7) У=Ли\ и- ‘( х) mo y , '= f . 'U d WW

П-^адвали *осилаи функсшцои асоси

l)(xm) = тхт~х 1 l)(arcsin х) =
л / Г - 3X

1
2)(Vx) = —\=  12) (arc cos * )  = -  .—

2 л/х V l-
t

3 ) f~ l  = ' 7 Г  13) (arc/gx) = 1

x 2

1 + x 2 
14 )(а*) = a 'In  a 14)(arc tgx) = -
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5)(ln x )  = 1  ] 5)(sAx) = chx
x

6)(log ax) = — -—  16)(chx) -  shx
x\%a

7)(sin*) = cos x  I l )( thx)
ch x

8 )(cos*) = - s in x  18)(с/йх) = -  ^
s h 2x

9 ){tgx) = - Л -  19)(ln /(* )) ' =
A x )co s2 *

10 ) (c tgxj  = -  —7—j 20 ){« (*)]ф ) ) = и" v In и + v —
sin л:

Ифода*ои

/ ; w ,  ,im „  / : W =  lim
Дг_>+0 Лх д*-»-о Дд:

мувофицан *осила аз тарафи рост ва чап дар нуцтаи X номида мешаванд. 

Шарти зарурй ва кифоягии мавчудияти носилаи функсия чунин аст:

/ - ( * )  = /+'(*)

Агар / '( * )  = оо бошад, он го* мегуянд, ки функсияи /  (х  )  дар нуцтаи 

X носилаи беохирро дорад.

Таърифи 2. Дифференсиали функсияи У=А*} гуфта цисми хаттии

афзоиши функсияро нисбат ба Ах меноманд ва бо символи dy = f ' ( x)dx  

ишора мекунанд.

Барои нис°б намудани дифференсиали функсия аввало носилаи 

функсияро гирифтан лозим аст, баъд онро ба dx  зарб задан даркор.

Агар функсия ба намуди параметра x = <p{t) ва у  = Ц/(() дода 

шуда бошад, он гон Носилаи функсия бо формулаи зерин нисоб карда 
мешавад:
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л  = у, ( О ;
<р, (t) х'

А Д У
Мисоли 5.1.1. Афзоиши АУ ва нисбати ^  -■ -ро барои функсияи

У = Г х  ёбед, дар ролати х  = 0 ва Ах — 0,0001 будан.

Хал. Маълум аст, ки

Ду = Vx + Дх — Vx = VO + 0,0001 -  Vo = V0,000 i = 0,01 аст.

A y
Акнун нисбати д  -ро меёбем:

Д _  0, 01
= 100

Дх 0,0001

Мисоли 5.1.2. Аз таърифи *осила истифода бурда, хосилаи функсияи 

У = - c t g x - x  -ро ёбед.

Хал. Аз таърифи афзоиши функсия истифода бурда меёбем:

А у =-ctg(x+ Ас) +с tgx -  (jc+ Ac)+ х =с tgx -  ctg(x+ Ac) -  Ac 

s in (/? -a )
Формулаи ctSa  ~ ctSP -  —-------: г  -ро истифода бурда *осил мекунем:sina sin/? 

sin(x + Д х -х )________ ... , sin Дх
Ay = —— 1—7—7------ 4 -A x = —------------------г

sinx-sin(x + Ax) sinx-sin(x + Axj
-A x

Аз ин 40

A y
-  1 аст.Ax sin x sin (x + A x )

Дар асоси таърифи косила меёбем:

sin Дх 'l sin Дх

у ' = l im  ̂  = l im
Дх—►<> * * *  Дг->(1

Ах
(х + Дх)

-1 = l im
Дх

Д,._„ sin X • sin (х + Дх)
• 1 =  - - - I
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/ 1 , l-silfx CO i x  г 
У =-Tf— 1 =— r r ~  = - r r -  =ctix -  sirrx sirr jc sirrx

Мисоли 5.1.3. 3 осилаи функсияи

-> jf arcsin x  „ „ , 
у  = x  e +  1- 3 cos x  — ро  ёбед.

X

; t o . j ,  = (,V )4 ( = £ ) + (з cos x )  = 

-j4=— ■ x  -  arcsin x  
= 2 x e x + x 2e x    3 s i n x  =

x u  , \ • x -  VI - X 2 arcsin x  = xe l2  + x )-3 s in  x  + ------------ - -  ------
x 2 Vl -  x 2

Мисоли 5.1.4. Барои фуннксияи f(x)  = Vx^sinx, /'(о) ёфта шавад. 

Зал.

f  4 \ ‘
/ '( * )  = (V x j sinx + V 7(sinx)'=  X3 sinx  + \[x* cosx =

V J

4 5 . i / T  —x 3 sinx + v x  cosx.
3 

А зин40 / '(0) = ~V0sia0 + V0^cos0 = 0 acT.

Мисоли 5.1.5. / ’(l) -ёфта шавад, агар f[x)=-Jx+-=+2x'° бошад.
Vx

/,(jf)=i + ^ ’1 +2И  = ^ ~ ^ т  + 20х9’
Зал: ^VJC

/ ' ( l ) = - - - + 2 0  = 20.
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Зал. У = (*^) (31пх-2)+дг^(31пх-2) =

= — х 3( 3 1 п х -2 ) + х ^  -3— = — л/х In х -  Зл/х + Зл/х =
2 х  2

-  f  >/х 1пх

Мисоли 5.1.7. Нишон дщед, ки функсияи у = 3|х| +1 дар нуцтаи х  = О 

*осила надорад.

Зал. Дар нолати А х -+ +0 будан Ау) *=,, = 3(0 + Ах) +1 -1  = ЗАх аст. 

бинобар ин Ит ~  = 3 = /  (о) мешавад.* Дг->+0 Д у

Бигзор, Дх-»-0 бошад, пас

Av| г=0 ~ —3(0 Ч- Дх)+1 — 1 =-ЗДх мешавад.

Аз ин чо /(0)=lim ^ = -3  мебошад.4мО

Азбаски /_ (о) * / + (о) аст, бинобар ин, функцияи /(х) = 3|х| +1 дар нуцтаи 

х  = 0 носила надорад.

Мисоли 5.1.8. К>имати arcsin Q51 - ро тацриби нисоб кунед.

Зал. Формулаи тацрибй нисобкуниро истифода бурда, мисоли додашударо 

Нал мекунем:

/(*» + А*)~ /(* .)+ / '(* »  )д*

arcsin 0,51« arcsin 0,5 + ■=■ • 0,01 =

= -  + 0,011 = 0,513 
6

Мисоли 5.1.9. Кимати ^33 -ро тацрибй нисоб кунед.

Зал. Барои тацрибй нисоб намудани цимати V33 аз формулаи зерин

Мисоли 5.1.6. ^осилаи функсияи >'=х^(31ш:—2) .ро нисоб кунед.
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5J x (,+ A x  «  5J x ~ + — i = A x .
5V V

Фарз мекунем, ки х„ = 32 ва Ат = 1 бошад, он го*

V33 = л/32 +1 = V32 + — 4 = 1  =
5V327

= у1¥+ —;L= = 2 + - ^ —= 2 + — = 2.0125 мешавал 5^ 2^  5-2 80 мешавад.

t

Мисоли 5.1.10. У х - ёфта шавад, агар

x(f )=f3 +3f + l ва у(?) = 1 + 1 5 / 2 бошад 
t

Хал. Маълум аст, ки X, =3 / + 3 ,

УI =(l5/4 +15?2) =60/3 +30/ мешавад.

Азин цо

У, 60tu 30t 30/(2?2 +1) 10/(2/ 2 +1)

истифода мебарем:

Ух ' Зхг +3 3(/2 +1) f2+ l  астг .

xi
Мисоли 5.1.11. Ефта шавад Ух , агар У — х  бошад,

Хал. Дар асоси формулаи (м ) = wv̂ v'lni/ + v— j  *осил мекунем:

у х = Xх fax In х + х 2 7 ) = хх2 (2х In х + x) = x r 2 + 1 ( 2  In x + 1 ) .

§2. З̂ осилаи тартиби олй ва теоремахои асоси
1. 1{осалая тартиби олй. Хосилаи тартиби олй гуфта *осилаи тартиби ду ва аз 

ин зиёдаро меномем.

Барои *осилаи тартиби дуюмро ёфтан аз *осилаи тартиби якум бори
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дигар *осила гирифтан лозим аст, барок *осилаи тартаби сеюмро ёфтан аз 
*осилаи тартиби дуюм як бори дигар косила мегирем ва*оказо; барои ёфтани 
*осилаи тартиби л -  ум аз *осилаи тартиби п - 1 -  ум бори дигар *осила 

гирифтан лозим аст.
Формулами зерин 40Й доранд:

1)(х"'Уя) = т { т - \ ) . .  . ( т - п  + \ )хт- \

2 )(ах} п) = а* \п" а , (а > о), (е‘ = е х,

3) (in дсУ"* = ( -  l)"~‘

4) (sin дг)(") = sin + п

5 ) (cos -  cos +

Формулаи Лейбнитс

(u-vf^ =u^v+nii"~^v‘ +w(«-l)i/"~2V  +...+ш/^

П. Теоремахои асосй

1. Теоремаи Ролле. Агар функсияи /(*) дар порчаи \_a '-,b\ бефосила бошад, 

дар нукта*ои дохилиаш хосилаи / 'W  - ро дошта бошад ва f ( a )  = f{b)  

бошад, он го* дар байни а  ва Ъ чунин нуктаи £ -ёфт мешавад, ки 

/ ' ( £ ) = 0  мешавад.

2. Теоремаи Лагранж. Агар функсияи /(*) дар порчаи \p \b \ бефосила бошад 

ва дар нукта*ои дохилиаш хосилаи / ’(*) - ро дошта бошад, он го* дар 

байни а  ва b чунин нуктаи £ -ёфт мешавад, ки f { b ) - f  (а) = а) 

мешавад.

3. Теоремаи Коши. Агар функсия*ои f ix)  ва &(*) дар порчаи [я;б] 

бефосила бошанд дар, нукта*ои дохилиаш, онхо *осоила дошта бошанд, ки
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ин *осила*о якбора ба сифр мубаддал нашаванд (g(a) * g(b)), пас 
формулаи зерин ч°й дорад:

/ ( b ) - /(а) т  . . . .

Ш.К,оидаи Лапитап. Барои кушодани номуайянии —, — чунин цоида чой
О «>

дорад. Агар функсиянои f \x) ва дар атрофи ягон нуцтаи о

дифференсиронидашаванда бошанд, g'(x) Ф 0 Ва агар 

lim / ( * )  = lim g(x)  = О ё lim f ( x )  = lim g(x) = oo
X - K t  x - + a  x - > a  4  '  x - > a  X  '

Бошад, он го* баробарии зерин чой дорад:

g'(x) ’

i:_ f ( x )
ба шарте ки g ’(x) * мав^ д бошад. Бо eP™ табдилдининои алгебравй 

номуайянинои 0 °о, оо-оо;1” , со" ва 0° ба номуайянинои намуди — ё —
О со

оварда мешаванд.

4. Формулаи Тейлор. Агар функсияи f i x )  дар порчаи [а;й] бефосила 

бошад, носилаи бефосилаи тартиби /7 - 1  - умро дошта бошад ва дар 

нуцтанои дохилии ин порча носилаи охирноки п -умро дошта бошад, пас 

барои х  е [а; ft] формулаи зерин чой дорад:

2.1 ( и - 1)!

Агар дар ин формула 0  = 0 бошад, пас формулаи Маклоренро носил 
мекунем:

/(* )=  / ( 0)+ Г \ъ)х + £ М хг + + Л>(*),
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R,,(x) -аъзои боцимонда номида мешавад. Аъзои боцимондаи формулаи 

Тейлор, ба намуди Лагранж чунин намуд дорад:

К (*) =/ * 01а + в ( * (х - а ) " , (0(9 <1), 
п\

мувофицан аъзои боцимондаи формулаи Маклорен ба намуди Лагранж 

чунин аст

r A x > J ^ 1 x . .
7 п \

Мисоли 5.2.1. Х°силзи тартиби п - уми функсияи у  = sin 5.* • cos 2х - ро 

ёбед.

3(ал. Аз формулами тригонометрй истифода мекунем: 

у  = sin 5.x • cos 2х = ^  [sin 7х + sin Зх],

у м  = l[ ( s in 7 x ) ,n)+(sin3x)l’’)] = i  7"sinj^7x + « | j + 3 ' , sin(3x + « | j

Мисоли 5.2.2. Формулаи Лейбнитсро тадбиц намуда, *осилаи тартиби 25- 

уми функсияи у  -  х 2 s inx . ро ёбед.

3$ал. У*25' = (х2 sinx)(2!) = (sin х)<25) х 2 +

+ 25(sinx)(24)(x2)' +...+ sin х(х2 } М) =

= х2 sin^x + 25Y j+50xsin(x + 12?r)+

+ 600 sin^x+25 j +0 = (x2 -  600)cos x + 50x • sin x

Мисоли 5.2.3. Шарт^ои теоремаи Ролле барои функсшщои /(х )  = 1 -  Vx2" 

дар порчаи [— 1; l] и^ро мешаванд ё не?

З̂ ал. Маълум аст, ки функсия дар порчаи [— 1; l] бефосила ва
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/ (  ) /(О 0 аст. Аз ин но мебарояд, ки ду шарти теоремаи Ролле ичро 

мешаванд. Акнун шарти 3-ро месанчем. Хосилаи /'(*) = " f V F  дар^амаи

ну^ 0И порчаи багайр аз нуктаи х = 0, мавчуд аст. Азбаски нуктаи

дохилй мебошад, бинобар ин, теоремаи Ролле барои функсияи 
додашуда татбиц намешавад.

Мисоли 5 .2 .4 . С ан ч ед , ки ф унксия^ои
/ ( * ) • * ’ - 2 .-С+ 3  „а  g(x ) m x >„7xi +2 0 x - S  

дар порчаи [| .4], шартдои теоремаи Коцшро (;аноаг мекунанд е не.

* » .  Фунюодои Л*) «о g{^) дар порчаи М ]  бефосила мебошанд ю

,« „ л Ч 0И о„,о / ' М  = 2 * - 2 ,  g '(* )=  Зхг -1 4 х  + 20 мавчуданд, гайр аз 

ин, барои *ш ,и ^  ^  ^  щ  

функсищо формулаи Коши таЯ вдщ вдд., ме6ошм.

м л L m  1U2
* W - * ( 0  g ' k )  ' "м  (‘<f<4>-

Мисоли 5.2.5. Ёфта шавад litn -----
■г-*° X3

5(ад. Маьдум аст, кн дар цолаги ,-* >  „„„уй.нни » _  „« „л  в еша,»д.

Коидаи Лопигаяро такроран soclm „ екуве„.

.. JC — sin JC 1-C04V о- .Ьш-----5—  = lim— _ i:m smx 1
x —» 0  у  x  —* 0  2 I l l l l  -----------  —  —

* 3* M 0 2.3* 6

x$2
Мисоли 5.2.6. Ёфта шавад Шть-

*~**х+ех'

Хал. Дар ин *олат номуайянии HaMv™ —нии намуди - р0 *осил мекунем. Боз *ам

цоидаи Напитал ро такроран татби* намуда, меёбем:
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* •« *  «50 + | )  T ^ ( 2 + f )  '
l im ---------=  l im ---------- — =  lim -------------— =
x~**° X ~h(?X l + £* .t—►« QX

\ 2 + ~  1 1 
=  — lim — =  — lim =  0

2 g/2 2  *"*°° -1 g'Z

Мисоли 5.2.7. ^имати sin 49"- ро бо см,е*ии Ю-6 тацрибй *исоб кунед.

Хал. Барои он ки цимати sin 49° -ро тацрибй *исоб намоем, аввало,

формулаи Тейлорро барои функсияи sin х менависем:

. ( {х-а)  . { ^ (х - а )2
Sin х = sin а + sinl а + — I • 7 + sm(a + л )— ——  +

+ ... + sin
я  ] (х -  а)"

а  + " - 2  Ч г  + Я-\
I IМ+1
Х-(П | . , „ ,

л  ^ —7— , чунки sin а  <1 
я (я + l) ’ - " I I

п о Я оБигзор, х = jjjjj -49 ва а = ■ 45 бошанд, он го* *осил мекунем:

х -а  = -^-(49-45) = — ,
180 '  45 ’

sin 49° = —  
2

К Н т Г Т ?

я я 2 л ъ . к" , , „1 + -------------- г* — 11 - 1 '■ + ...+ ——  I + д ,
v 1!45 2!45 З!453 и !45\

г(и + 1)!45"+| ’
барои муайян намудани мицдори аъзо^ое, ки дарачаи са*е*ии додашударо 

таъмин намоянд, аъзои боцимонда R Л-ро пайдарпай ба*о меди^ем:

K | < - ^ 7  <0,003 -<0,0006
1 1 2!45 3145

1Лз1~4М ^<0,0000009<,°^
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Барои то сгце^ии 10"6 \исоб намудани вдмати sin 49° кифоя аст 
гирифтани чор аъзои аввала:

л/2 Г. я я 2 ж3sin49° * — 11 +
2 V 45 2!452 3!453  ̂

а 0,7071068(1 + 0,0698113-0,0024369-0,0000567) *0,754709.

Мисоли 5.2.8. Функсияи /{х)=е -ро то дарачаи х5 ба фомулаи 

Маклерон па*н намоед.

3{ал. Маълум аст, ки формулаи Маклерон барои функсияи е * чунин аст: 

е* = 1 + х  + —  + . . .+  —  + о(х")
2 ! п\ V ’■

Аз ин формула истифода бурда ^осил мекунем

=1 + (гх - х *)+± ( 2 х - х 2)  +... + 1 (2х - х 2) '+ 0(х")

Акнун то дарачаи х 5 -ро мегирем:

е2*-'2 = \  + {lx - x 2) + ) - ^ x - x ' y  + 1 ( £ х - х ' )  + ^ х - х 2У + 

+ Tifex ~ x2)S +o(xs) =  1 + 2 х - х 2 - - Х 3 - - X 4 — - X s +о(х5)
5'. 7 v ’ 3 6 15 V У

§3. Истифодабарии хосила дар юсгисодиёт

1. Маънои {щгисодии ̂ осила. Ма^сулнокии ме^нат. Бигзор, функсияи

8 = s i 1) начми ма^сулоти исте^солшуда дар мудати вакги t бошад, талаб 

карда мешавад, ки ма^сулнокии ме^нат дар лгцзаи Batfr to муайян карда 

шавад. Мудати вацти to то to+ Ы - ро мегирем. Дар ин мудат ^ачми 

ма^сулоти исте^солшуда gi t  о + А / ) - ^ ( / 0) - ро ташкил меди^ад. Истехсоли 

миёнаи ма^сулоти исте^солшуда дар ин мудат ба баробар аст. Дар
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лахзаи вацти to ма*сулнокии ме*натро *амчун худуди к;имати миёнаи 

^ , *ангоми A t  >0 муайян мекунем, яъне £'(*) =

Хамин тарик., масъалаи исте*соли ма*сулот дар лахзаи вакт to бо 

масъалаи ёфтани х,осилаи функсия дар ин лах,за оварда шуд.

Масъаларо ба тарзи дигар *ам маънидод кардан мумкин аст. Бигзор 

микдори ма*сулот дар аксар мавридхо g  аз сарфи ме*нат X вобаста

бошад g = g(x).

Барои ба*оди*ии ма*сулнокии исте^солот барориши миёнаро интихоб

g
мекунанд, ки дар ин *олат бо танасуби ифода мешавад.

Саволи дигаре ба миён меояд: Бо тагйирёбии мивдори кормандон *ачми 

ма*сулот чй тавр тагйир меёбад? Ч,авобро бо дохил намудани мафхуми 

хачми худудии исте*солй пайдо кардан мумкин аст, ки ин хосилаи хачми 

ма*сулоти g нисбат ба сарфи мехнати х  аслй аст. Яъне

ах
хацми худудии истехсолии тагйирёбии хачми махсулотхо хангоми ба як 

вохид тагйир додани микдори коргаронро ифода мекунад.

Агар микдори коргарон а зиёд бошад, он го* афзоиши А а -ро кифоя 

хурд шуморида баробарии тацрибиро истифода мебарем:

да 1

аз ин чо s(l+a)»g(a)+g'(a) мешавад.

Дар ин 40 S'i^j  ма*сулоти иловагй *ангоми ба як вохид зиёд намудани 

микдори коргарон, истехсол мешавад.
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2. Арзиши мансулот. Вобастагии арзиши ма^сулоти истенсолшуда С аз 

з^ачми вай g '■ С = C (g )

Арзиши НУДУДЙ гуфта бузурги МС = lim̂  = С ' ( g ) .  ро меноманд.

Д ар баробари арзиш дар ицтисодиёти хурд боз як нншондинандаи НУДУДЙ 

мафнуми чандирй мавцеъи зиёд дорад.

П. Татби̂ и косила дар шрисодибг
1. Даромади максималй. Теоремам Фермаро аз нуцтаи назари ицтисодй чунин 

маънидод кардан мумкин аст:

Бигзор, S=S(x) функсияи харочот, D = D(x) - функсияи даромад, 

Р  = Р(х)-  функсияи фонда бошанд. Он го* Р(х) = D(x) -  S(x) мешавад. 

Дарачаи баландтарини истенсолот *амоне мебошад, ки фоидаи максималй 

мединад, ё худ намин гуна цимати барориш х о - ро ёфтан лозим аст, ки 

функсияи фонда Р(х) цимати максималй гирад. Дар асоси теоремаи Ферма 

дар нуцтаи х=хо носила ба сифр баробар аст: Р'(х0) = 0

Азбаски Р'(х) = D \ x ) - S ' { x )  аст, D'{x0) = S \ x a) мешавад.

^осилаи 5 '(х) харочоти худудй MS-po ифода мекунад, носилаи D'(x)- 

даромади НУДУДЙ МД- ро ифода мекунад. Хамин тавр, баробарии бо ёрии- 

теоремаи Ферма носилшуда чунин намудро мегирад:

M S{x0)= M D { x0\

Яъне фоидаи максималй цамон вацт ба даст оварда мешавад,ки агар 
харочоти нудудй ва даромади НУДУДЙ баробар шаванд.
2. Чандирй. Акнун ба омузиши носилаи функсияи логарифмй ва татбици он 

машгул мешавем. Бигзор, функсияи У = f i x )  мусбат ва 

дифференсирондашаванда дар нуцтаи х бошад, он го* носил мекунем:

[in / ( * ) ]  '= ё On у )  = — -
f i x )  у
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Дар аксари масъала^ои амали маф^уми чандирии функсия истифода 

мешавад.
Чандирии функсияи у  = /(•*) бо таносуби зерин муайян карда мешавад:

Ам<\  У  х  )  У  Лг~><| У  

Чандирй дорой хосият*ои зерин мебошад:
1 )E(UV)=E(U)+E{V),

2) F.(U)-E(V\

ки ба хосият^ои логарифм мувофиц аст.

Чандирии функсия хангоми тахдили такозо ва арза истифода бурда 

мешавад. Чандирнокй нисбат ба нарх чунин муайян карда мешавад:

_  ф оизи ттагйи рёби  такозо  

ф оизи тагйирёбии нарх

Бигзор, D=D(p) -  функсияи талабот аз нархи мол Р бошад. Фоизи 

тагйирёбии талабот I °0% , фоизи тагйирёбии нарх ■— 100% аст. Аз ин

40 £  = f ~ ‘ 10o) : f—  • Юо) ё £  = ~  Т 7  мебошанд.

^ангоми Ар —> 0 будан AD  аз Др бефосила вобаста мебошад, - ро ба 

^удуд иваз намуда з^осил мекунем:

F f n ) -  п 
e (d ) ' p ' d (p )-

Азбаски D(p)- функсия камшаванда аст, ^осилаи он манфй ва аз ин 40 

чандирии такозо манфй мешаванд.

Се намуди такозо мавчуд аст:

1) Чандир, агар |-^(^)(> 1;
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2) Муътадил, агар |£(о)| = I ;

3) Райричандир, агар |^ (^ ) | < I

Мисоли 5.3.1. Функсияи такозо Д  = ^ 2 4 0 - р  мебошад. Чандири такозоро 

t бо нархи р= 176 муайян кунед.

Е{° ) = Р^  = Р -2(240- р У  КИ даР ин 4° =

мебошад.

1^имати Р = 176- ро гузошта, *осил мекунем:

= -Ь 3?5; |£(D)|= 1,375 >1

такозо чандир мебошад.

Андозбандии оптнмалй. Бигзор t-  андоз аз як во*ид ма*сулоти 

баровардашуда, S  = S(x) функсияи харочот, D = D(x) функсияи даромад, 

В = В(х) функсияи фонда бошанд.

Он го*, функсияи фоида чунин намудро мегирад:

P ( x ) -D ( x ) - S (x ) - t x

Бигзор, нарх ба ма*сулот V(*) - a - b x  бошад (яъне хаттй кам шаваД бо 

зиёдшавии *ачми ма*сулот), функсияЯ харочот намуди S (х) = х~ + С- ро 

дошта бошад ва а  , Ь ,с — доими*ои мусбат бошанд. Дар ин *олат функсияи 

фоида чунин намуд мегирад:

Р(х) = х ( а - Ь х ) - х 2- с - Г х .

Бо мацсади фоидаи максималй муассиса *ачми оптималии исте*солотро 

мечуяд. Шарти кифоягии мавчудияти фоидаи максималй Р'(х)=0 мебоШЗД. 

Яъне

P/( x ) - a - t -2 b x - 2 x = 0
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Г Ка-О
намуди 2(1 + 6) " Р° мегиРад-

Давлат цавасманд аст, ки бузургии Т - максималй бошад.

Функсияи Т  - ро нисбат ба t дифференсиронида х,осил мекунем:

T'(t)= ° ~ 2/ T'(t) = 0, a - 2 t  = 0,
W  2(1 +b) W  2

К^исоли 5.3.2. Бигзор, о  =80, b = 1, с=10 бошад. Он го* to=40, 

х0 = 10 аст, ки бо ин цимат*о дарачаи балантарини фонда Ро—190, даромади 

давлЛ Т0 -  /0 • х0 = 400 мешавад.

§ 4. Тадорщи функсия 

L Афзуншавй ва камшавй. Функсияи / ( * )  дар порчаи \o\b\ афзуншаванда 

номида мешавад, агар барои дилхо* х , , х , е  \а ; Ь], ки нобаробарии х , ( х 2 

-ро кдноат кунонида, нобаробарии / ( ^ i K / f o )  ичро шавад.%
Функсияи / (х )  дар порчаи \o\b\ камшаванда номида мешавад, агар 
>

барои дилхо* х,,дс2 е[а ;б ] , ки нобаробарии x t (х2 -ро цаноат кунонида 

нобаробарии / ( х , ) ) / ( х 2) ичро шавад.

Агар / '(* „ ))°  бошад, он гоц функсияи f ( x )  дар нуцтаи х о - 

афзуншаванда мебошад.

Агар /'(*,, )(0 бошад, он го* функсияи f (x )  дар нуцтаи ^  

камшаванда мебошад.

П. Экстремуми функтсня. Бигзор, функсияи f ( x )  дар атрофи ягон 

нуцтаи *0 муайян бошад. Мо мегуем, ки функсияи f i x )  дар нуцтаи х0

Аз ни ч°

Барои ин цимати х „ з^ми мансулот, дар ма^муи маблаги андози Т

177



максимум (минимум) дорад, агар чунин атрофи нуцтаи х„ ёфт шавад, ки 

барои >̂ амаи нуцтанои ин атроф нобаробарии /(х )<  f { x u) ,  { f{x) > f(x„)) 

ичро шавад.

Максимум ва минимумро дар як^оягй экстремум меноманд. Агар 

функтсияи /  Сх )  дар нук;таи X 0 экстремум дошта бошад, он гон 

/ ( х 0) = 0 аст, Х0 нуцтаи статсионарй номида мешавад.

Коидаи якум. Бигзор, функсияи f ( x )  дар артроф ягон нуцтаи х о носила

• дошта бошад ва дар нуцтаи X 0 бефосила бошад. Агар н°силаи функсияи

1) Аз тарафи чапи нуцтаи х 0 мусбат ва аз тарафи роста нуцтаи х0 

манфй бошад, пас функсияи / (* )  дар нукгаи х о максимум дорад.

2) Аз тарафи чапи нуцтаи х0 манфй ва аз тарафи рост мусбат бошад, 

пас функсияи f ( x )  дар нукгаи х0 минимум дорад. Ва агар носилаи 

функсияи f i x )  дар наРДУ тарафи нук̂ гаи Х0 аломати якхела дошта бошад, 

он гон функсияи f { x )  дар нуцтаи х0 экстремум надорад.

Коидаи дуюм. Бигзор, функсияи f ( x )  дар нуцтаи шубнаноки х 0 носилаи 

охирноки тартиби дуюмро дошта бошад. Он гон функсияи / ( х )  дар нуктаи 

*о максимум дорад, агар / н(хо)<0  бошад ва минимум дорад, агар 

f " ( x a)> О бошад.

Ш. Барчастагй, фурухамидагй ва нуктаи цадщавии графики функсия. Г рафики

ф у н к с и я и  у  =  f i x )  д а р  п о р ч а и  б а р ч а с т а  н о м и д а  м е ш а в а д , а г а р  в а й  д а р  

НУДУДИ и н  п о р ч а , п о ё н  аз  р а с а н д а и  х у д  х о б ад .
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Графики функсияи J[x )  дар порча l^oj фурухамида номида мешавад, 

агар вай дар ХУДУДИ ин порча боло аз расандаи худ хобад.

Агар дар х,удуди порчаи [°»^|, /  (х)(0 бошад, пас графики функсияи

у = Л * )  дар [а >^], барчаста аст. Ва агар дар [о;Ь ], /  (х) )0 бошад,

пас графики функсияи У = f ( x )  дар порчаи [я$ ]>  фурухамида 

мешавад.

Ну^гаи (*„, /(*,,)) -  и графики функсия, ну|?гаи хадшавии графики 

функсияи у  = f i x ) номида мешавад, агар хангоми аз *амин нуцта гузаштан 

функсия аз барчастагй ба фурухамидагй (ё баръакс) иваз шавад.

Агар функсияи / ( * )  дар нуктаи *о хосилаи бефосилаи тартиби 

дуюмро дошта бошад ва х 0 нуктаи цадшавии графики функсия бошад, он 

г о х /" (*„)=() аст.

IV. Асимптотахо. Хати рости L  асимптотаи графики функсияи У =  f i x )  

номида мешавад, агар масофаи байни нуктаи М(х\у) - и хати кач ва хати 

рости L дар холати аз ибтидои координат беохир дуршавй ба сифр майл 

кун ад.

Хата рости X = а асимтотаи вертикалии графики функсияи у  = f(x)  

номида мешавад, агар ацаллан яке аз ифодахои 

lim f i x )  ё lim f i x )  ба — °о ё +°о баробар шавад.
X- WI +U v '  х - м - 0  Г Г

Хати рост у - a x  + b хангоми х  —> +°о асимптотаи моили графики 

функсияи У — f i x )  номида мешавад, агар функсияи /(х)-ро ба намуди 

/ ( х )  = ах + Ь + а(х)  тасвир намудан мумкин бошад, ки дар ин ч° 

lim а(.т)=0 мебошад.
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Барои он ки графики функсияи у  = /(х )  нангоми х -> ±<ю, асимптотаи 

моили у - а х +  Ь -ро дошта бошад, зарур ва кифоя аст, ки нудуднои зерин 

мавчуд бошанд:

lim — = а ва Wm\f (х) -  ах\ = Ъ,
Х-»±* х—>эс

Мисоли 5.4.1. Интервалнои афзуншавй ва камшавии функсияи 

/ ( х )  = х ' е  х -р0 ёбед.

Зал. Дар ин цолат носилаи функсияи /'(х ) = (2 х - х г)е~* дар нуцтацои 

х = о ва х -  2 ба сифр баробар мешавад. Дар интервалнои (—оо;0) ва (2; со) 

цосилаи функсия f ' ( x )  ( 0 аст, бинобар ин, графики функсияи /(х )  дар ин 

интервално кам мешавад, дар интервали (0;2) носилаи f i x ) )  о аст, 

бинобар ин, графики функсия дар интервали (0 ,2  ) меафзояд.

Мисоли 5.4.2. Интрвалнои афзуншавй ва камшавии функсияи 

/(* ) = х -  2sin х -ро ёбед, агар 0 < х< 2я" бошад.

Зал. 3 ° силаи функсияро меёбем f i x )  = l-2cosx. Маълум аст, ки дар

интервали ^  ^ мебошад ва дар интервалнои

f  ® аст- Замин тавр, дар интервали

яг 5 л
, графики функсия афзуншаванд буда, дар интервалнои 

„ *  ̂ f 5гг _О I; I — ;2л- I камшаванда мебошад.

Мисоли 5.4.3. фоидаи якумро истифода бурда экстремуми функсияи 

f ( x ) = 3lfx* -  х 2- ро ёбед.

Зал. Функсияи мазкур дар тамоми тири адади муайян ва бефосила 

мебошад. Зосиларо меёбем:
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Акнун реша^ои муодилаи / ’(х) = 0 -ро меёбем:

Илова бар ин ^осилаи функсия дар нук;таи х = 0 ба беохир мубаддал 

магардад. Бинобар ин, ну^та^ои шуб^анок, нуцта^ои х,=-1, х2=0 .х, =1 

мебошанд. Аломати ^осилаи функсия дар ^олати аз болои ин нук г̂а^о 

гузаштан чунинанд: аз тарафи чапи нук;таи х, = -1 мусбат, аз тарафи рост 

манфй, дар нуцтаи х2 = 0, аломати *осилаи аз чап ба рост аз минус ба плюс 

иваз мешавад, дар нуцтаи х3 = 1 аломати досила аз тарафи чап мусбат ,буда, 

дар тарафи рост манфй мебошад. Ин тадащот нишон медих,ад, ки ин 

функсия ду максимум / я„ (-1) = 2, / ш  (1) = 2 ва як минимум / mi„(0)=0-po 

дорад.

Мисоли 5.4.4. Ь^оидаи дуюмро истифода бурда, функсияи 

/(х )  = 2 sin х  + cos 2х - ро ба экстремум таджик; намоед.

Хал. Азбаски функсия даврй мебошад, бинобар ин, бо порчаи [0;2тг] 

маодуд мешавем. Досила^ои тартиби якум ва дуюми функсияро меёбем.

Акнун аломати ^осилан тартиби дуюми функсияро дар ин нуцта^о 

месанчем:

/ '(х )  = 2cosx -  2sin2x = 2 cosx(l -  2sinx), 

/ ”(х) = -2 s in x -4 co s2 x .

71
X,  =71— ,

‘ 5
71 5 7t Ъ71

x , = —  , X , = --- , X .  = —
2 2 5 4 2



/  I  = - 3 (0 . / М  дар нуктаи * 1 = 7  максимум дорад, =^  I '  ’  J  v V  ^  m c u b v n m j r m  д и р д ,  ®X ( 6  J 2

/  ( ^ j  = 2^° > дар нуцтаи хг~~^,  функсия минимум дорад, Л » j  = U 

/  = -3(0 дар ну^таи х, -  Щ- ,функсия максимум дорад,/, f—  ̂= —'/  max

/■’ ( З л )  , . п , Ъп  Зя-
v T J = дар нуктаи ■х4 = —  функсия минимум дорад, /,«„(— ) = -3

Мисоли 5.4.5. Интервал>;ои барчастагй ва фурухамидагии графики 

функсияи у  = х 5 + 5х — 6 -ро ёбед.

^ал. У =5х4 +5, у  = 2 Ох3. Агар х { 0 бошад, пас .у Z0 аст, 

графики функсия барчаста мебошад. Агар х)0 бошад, он го* у )0 аст, 

графики функсия фу рюхами да мебошад. Хамин тавр, графики функсия дар 

интервали (-оо;0) барнаста ва дар интервали (0;°о) фурухамида мебошад. 

Мисоли 5.4.6. Интервал^ои барчастагй ва фурухамидагй ва нуцтгщои

^адшавии графики функсияи f i x )  = е * - р0 муайян кунед.

ф л- f ' ( x) =~2хе , /" (* ) = (4х2 -  2^е~х ^осилаи тартиби дуюмро ба 

сифр баробар намуда, меёбем: /  ® (дт) = 0, 4х2 -  2 = 0, х 2 = —,

Я  ва -Ч = 7 Г
x i -  гт ва х2 =

Ин нуцта^о тири ОХ -ро ба се цисм чудо мекунанд:

( ~ т а )  ва ( w ,c

Дар интервалу ва | - j =  , ° o j  , /(х))0 графики функсия

фурухамида мебошад. Дар интервали f  (х)(0 графики
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функсия барчаста мешавад. Нуцта*ои > °J fla > 0 j нущ^ои

цатшавии графики функсия мебошанд.

Мисоли 5.4.7. Асимптотами графики функсияи / ( * )  = х  + 2 arctgx -ро 

ёбед.

3{ал. Бо осон дидан мумкин аст, ки асимптотами уфуцй ва амудй мавчуд

нестанд. Акнун асимптотами моилро муайян мекунем:

.. л + larctgx (  larctgxЛ
1. к, = hm ---------- — = hm 1+ ------— = 1,

х-*+х> х  1 X  )

б, = Пт (х + 2arctgx -х )=  2arctg<x> = 2 — = ж, аз ин чо 
*-»+» *• 

у  = х  + к  - асимптотати моили тарафи рост мебошад.

х + larctgx (  2 arctgx\
2  к2 = lim -----------— = lim 1 + ------ — = 1,

х дг ,

Ьг = Jjjy) (х + larctgx -  *) = 2| I = -я ,  бинобар ин, У = Х ~ Я  -асимптотаи
х -н-ас \  ^  /

моили тарафи чап мебошад.
") —х —

Мисоли 5.4.8. Асимптотами хати качи у  = х е -ро ёбед.

Хал. Маълум аст, ки асимптотаи амудй вучуд надорад. Агар х  —> оо j пас

у-> 0 мешавад. Бинобар ин, тири ОХ асимптотаи уфукй мебошад. Акнун

асимптотаи моилро муайян мекунем:

Х2е~х х  
к = lim — -— = lim —  = О

% ДГ—>Х ’

*амин тавр, фак;ат якто асимптотаи уфуцй у=0 мавчуД аст.

Сохтани графики функсия. Барои сохтани графики функсияи У = f ( x )  

тартиботи зеринро риоя намудан ба максад мувофик мебошад:

1) ёфтани сохаи муайянии функсия;

2) муайян намудани чуфт ва ток будани функсия;
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3) ёфтани нуктахои бурриши графики функсия бо тирхои координат;
4 )  ёфтани экстремуми функсия;

5) тадкики бефосилагии функсия;

6) ёфтани интервалхои афзуншавй ва камшавии графики функсия;

7) ёфтани интервалхои барчастагй ва фурухамидагй, нуктахои кадшавии 
графики функсия;

8) муайянкунии асимптотахо;

9) сохтани графики функсия.

Мисоли 5.4.9. Графики функсияи / ( * ) =  -----i—  -росозед.

Хал. 1) Со*аи муайянии функсия тамоми тири ададй, ба Fafip аз нуцтаи 

х  = 0, мебошад.

2) Функсия на чуфт ва на тоц мебошад.

3) Нуцтанои бурриши графики функсияро бо тири ОХ меёбем:

х } + 4

4 )  Нуцтанои экстремуми функсияро муайян мекунем:

; / ' ( 2 ) = о / ' ( о ) = « ,
X

/ « - £  ; /  (2)>0, бинобар ин, / mjn(2)=3 аст.

5) Дар нолати * = 0, 1 i ГП /̂ (-т)= 00 нуцтаи *  =  0 , нуцтаи каниши графики
,т-»0

функсия мебошад.

6) Нуцтаи х  = 0 ва х  = 2 тири ададиро ба интервалнои 

(-оо-Д (0;2) ва(2;о$ Чудо мекунанд. Дар интервалнои 

(-а>;0), (2;ао), / '(х)> 0  функсия меафзояд. Дар интервали (0;2), / '(х )< 0  

функсия камшаванда мебошад.

О ; х = - Щ
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7) Интервалнои барчастагй ва фурухамидагии графики функсияро меёбем. 

Азбаски /  (х )) 0 аст, бинобар ин, графики функсия намеша фур?хамида 

мебошад, нуцтаи цадшавй надорад.

8) Асимтотанои графики функсияро меёбем. Хати х = 0 (тири ОУ), 

асимптотам амудии графики функсия мебошад. Акнун асимптотами моили 

графики функсияро меёбем:

I 1 ■ / М  1 • + 4 ,* =  l i m ^  =  l i m ~ r -  = 1
Х-^ао X X

= 1 т г т  =  °-
j~ * x  X

Асимптотам моил чункн муодила дорад: У—х.

9) Ин маълумотноро ба назар гирифта, графики функсияро месозем:

§5. Адащон комплекса ва амал̂ о бо ощо
1. Адади комплекса. Адади комплексе гуфта ифодаи z= x + iy  -  ро меномем,

ки дар ин но х ва У -  ададнои нацицй буда, / = V—Г— во^иди мавнум 

мебошад. Ададнои X ва У мувофицан цисмнои нацицй ва мавнуми адади
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комплекса 2 номида мешаванд. Нисми *ациции адади комплексй бо Re z 

ишора карда шуда, цисми мав^уми он бо 1m z -ишора карда мешавад 

(Re - = х, 1т ;  = у ) Аз ин но адади комплексии Z  -ро чунин навиштан 

мумкин аст:

z  = х  + iy = Re z  + / Im z.

Навишти адади комплексии z  = X + iy навишти намуди алгебравй номида 

мешавад.

Адади комплексии z  = x  — iy ба адади комплексии z  = x  + iy 

*амро*шуда номида мешавад ва бо осони *осил кардан мумкин аст, ки

x=Rez=-(z+z), j ’=Imz=—(z-z) мешаванд.

Адади комплексй *амон вацт баробари сифр аст, ки агар х  = О ва У =0 

бошанд.

Ду адади комплексии г, = х , + / > ’1 ва z 2 = x 2 + i y 2 баробар номида 

мешаванд, агар мувофицан Xj=X2 ва У|=Уг бошанд.

Барои адад^ои комплексй мавхуми калон ё хурд вучуд надорад.

2. Амалхо бо ададаои комплексй. а) Сумма ва фарки ду ададхои комплексии 

Z| ва Z2 гуфта адади комплексии Z  -ро меномем, ки

z  = z, + z2 = (Х| + х 2) + i '0 /i + У2 ) мебошад.

б) ^осили зарби ду адади комплексй чунин

z  = z, • z 2 = х ,х2 -  у ху 2 + i{xly 2+x2y l) муайян карда мешавад.

В) Таксими ду адади комплексии Zi ва Z2 гуфта адади комплексии 

z-po меномем, ки

2 -  2 ! -  +г> | _  * 1*2 + У,У3 1ХгУ\ ~х1Уг
_ v j. п, ~ 2 , 2 2 ■ 2 мебошад.z 2 х 2 +гу2 х 2 +>»2 х 2 +з>2
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Аз ин таносуб дидан мумкин аст, ки хамрохшудаи хосили таксими ду адади 

комплексй дорой хосияти

3. Намуди тригонометрии навишта адади комплексй. Хдр гуна адади 

комплексии z=x+iy. ро дар системаи координатаи хоу ба намуди нуктаи 

М(х;у) ифода намудан мумкин аст ва бараке хар гуна нуктаи М(х;у) -  и

тасаввур намудан мумкин мебошад.

Хамин тавр, адади комплексиро дар намворй х,амчун нуцта ё вектор 

тасаввур намудан мумкин аст. Хамвориеро, ки дар он адади комплексй 

ифода карда шудааст, хамвории комплексй меноманд, тири ох -ро тири 

хакикй, гири оу ,ро тири мавхум меноманд. Климата мутлаки адади 

комплексй дар хамворй ин масофа аз ибтидои координата то нуктаи М(х;у) -

ро ифода мекунад (г = -/х2 + у 2). Дар системаи координатаи кутбй адади 

комплексиро низ тасвир намудан мумкин аст. Чи тавре, ки маълум аст, байни 

координатахои декартй ва кутбй чунин таносуб чой дорад : х  = г cos ср ва 

у  = г sin (р. Акнун ин алокамандиро истифода намуда, шакли тригонометрии 

ададхои комплексиро хосил мекунем:

Z = x + iy = rcostp + irsintp = r(cosq>+ is'm<p), ки дар ин чо (r ;q>) - 

координатахои кутбй мебошанд.

Аз алокамандии байни координатахои декратй ( X ; у ) ва

координатахои кутбй истифода бурда, таносубхои зеринро хосил

мекунем:

г = J x 2 + у 2, <р = Argz = arctg — + 2кж
У

x = r cos<p, y  = rsin<p.

мебошад.

хамвории хоу -  ро хамчун накши геометрии адади комплексии Z — X + iy
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Дар ин чо Г ва <р мувофикан модул ва аргумента адади комплексии z  

номида мешаванд. Агрументи адади комплексии z  яккимата муайян карда 

намешавад, бо аники 2 к л  (к- адади бутуни ихтиёрй) муайян намудан 

мумкин аст. К,имати аргумент дар интервали 0 < Argz < 2п , агар г = О 

бошад, он гох адади комплексй ба сифр баробар аст. Агар х  = 0 бошад, он 

гох адади комплексии z = iy адади мавхум номида мешавад. Адади 

комплексиро ба намуди функсияи нишондихандагй хам навиштан мумкин 

аст, барои ин аз формулаи Эйлер истифода мекунем:

е"р = cos(p + isin(p ёхуд Z  = х + iy = r(cos(p + i sin <р) = ге"р 

Мисоли 5.5.1. Амалхоро и про кунед:

а) (1 +  / ) ( 1 - 4 ; ) - 6  +  4 / ,

б) ( 3 - 2 / ) Ч ( 1 -  / ) ( 1 - 3 / ) ,

5/

Хал. a) (l + /)(1 -  4/') -  6 + 4/ = 1 + / -  4/ + 4 + 4/ -  6 = -1 + /;

б) (3 -2 i f  + (l — /'Xl — 3/) = 9 — 12/ — 4 + 1 — i — 3/ — 3 = 3 — 16/;
„  1 -3  i 1 -  3/ 1 + i 1 -  3i + i + 3 _ .. 2  = ------ = -------------- = ----------------= 2 - i  ■

B) I - /  l - i  1 + i 1 + 1
5 i _ 5 i _ 5f(-15-8i) 40-75/ 40 7 5 .

Г) ~ (l + 4/)2 _ 15 + 8/ _ (—15 + 8/'Х~ 1 5 -8/) ~~ 289 ~ 289 289''
Мисоли 5.5.2. AB хисоб карда шавад, агар :

(\ +  »• 2 + 3/' '3 -7 3»'

" ’ I . 3+ / ,
в =

,1 - к
Хал.

'1+/ 2+Згл 'З- i  3Л Л1+/ХЗ-г)+2+Зг Зг{1+/)-/(2+Зг)' '6+5/ гЛ

J  3+* >vl - i )  \ 3 - i  +3+/ 3г-г(3+г) ,6 к
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Мисоли 5.5.3. Халли хдкикии муодилах,ои зеринро ёбед:
а) (3 + 4/)х + (1 -  i ) y  -  5 + 2/,

б) ( * -  J'X2 " O'+ (* + ^Х1 + 0  = 4 + 2‘
Хал.

а) 3x+4xi+y-iy=5+% 3x+ y+ i(4y-y)-5+ 2i  

З х+ у  = 5
■=>1х = 1, х = \, у  = 2.

4 х - у - 2

б) 2 x - 2 y ~ i x  + iy + x  + y  + ix + iy = 4 + 2i,

Ъх — у  + /(О + 2у) -  42/

З х - у  = 4 5

2 у ~ 2  =>>” '• * = ?
Мисоли 5.5.4. Муодиларо *ал кунед: 

х2 + 4.x+ 20 = О.

х12 = —2 ± л/4 — 20 = —2 ± у1-  16 = —2 ± 4/, л1, = - 2  + 4/, лг2 = —2 — 4/. 

Мисоли 5.5.5. Адади комплексии z = 1 + л/з - ро ба шакли тригонометрй 

нависед.

Дал. Азбаски х = 1, .У = V3 мебошанд, аз ин чо г = Vl + 3 = V4 -  2 ва 

tg(p = л/3, < ? = -  + 2кл  мешавад. Хамин тавр, хосил мекунем:

Z  -  \  +  /л /3  =  г
^ Г Я- ^ . ("я- cos| — + 2кл  I + 1 sin) — + 2кл хднгоми к —0 будан:

Z = 1 + /Ч/3 = 2| co s-j + / s i n y j =  2е 3.

Мисоли 5.5.6. Кисми хакикй ва мавхуми адади комплексии z -  г, + z2 - 

ро ёбед,агар

z, = 2 + />/з ва —л/З—И  бошад.

Хал. z = z, + z2 = 2 + / Л  + л/з — 2/ = 2 + -Уз + /(л/з — 2]

Аз ин чо Rez = 2 + л/З, Imz = л/з - 2  мебошад.

189



Мисоли 5.5.7. Адади комплексии z  — л/3 — / - ро ба шакли тригонометри

нависед.

Хал. г = |=| = ^(л/з)2 + (-1 )2 = л/з+Т = V4 = 2,

.V Г О  я-arg г = am #  — = arc/gl — =  = —
х I -J2J 6 '

Аз ин но хосил мекунем

.- = л /3 - /  = 2

Кори мустацилонаи 5.1.1.
1. Носилаи функсияро ёбед:

а )у  = (х2 + 2х  + 2)- еГх . б )у  =  yfx arcsin J x  -  л/ l - x  .

ч , /l+ sinx  ч , х
e)y = lnJ -— :—  • г)^ = cos -  

v l- s in x  3

2. Афзоиши функсияи Ду ва нисбати —— ёфта шаванд, агар:Ах

а )у  = lg х, х = 100000, Дх = -90000;
б)у = 2х. бошанд.

3. Аз таърифи носила истифода бурда У х -ро ёбед, агар _у = 5sinхЗcosх 

бошад.

4- /1  Т  -ефта шавад, агар /(х) = - C0;*  бошад.
1-smx

Кори мусгацилонаи 5.1.2.

' / \ ' / \ а2 —х2
1-/+ (0) ва / . ( 0 )  ефта шаванд, агар /(х) = arcsin—---- - бошад.

я +х

2. / '(х )  -ёфта шавад, агар /(х )  = xjxj бошад.

3. ^осилаи / (х )  = (arctgx)’ -ро ёбед.
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4. у х -ёфта шавад, агар: 

1х = - 
tа)

х  = -
t +1 ix=acos /

i_ у  U = 6 s in 3/ . бошад-
' “ / + i

5. фшати ифода^ои зеринро такрибй з̂ исоб мекунем: 

a)lgo ,3 ; б) алс/g 1,05 в) V200

Кори муспиршонаи 5.2.1.

1. /" (2 )  -ро ёбед, агар /(х ) = In(x -  l) бошад.

2. Формулаи Лейбнитсро истифода бурда, з^осилаи тартиби 20- уми функсияи 

f ( x )  = (х2 - х ) е х -ро ёбед.

3. Формулаи Лагранжро барои функсияи f { x )  = л/Зх2 + Зх дар порчаи [ол] 

нависед ва кимати £, -ро дар порчаи додашуда ёбед.

4. Формулаи Коширо барои функсия^ои / ( х )  = 2х3 + 5х +1 ва 

g(x) = x 2 +4  дар порчаи [0;l] нависед ва кимати £ -роёбед.

5. Татбицшавии формулаи Лагранжро санчед, агар функсияи /(х )=  S-Jx4( x - 1) 

дар порчаи додашуда бошад.

Корт мустадешонаи 5.2.2.
1. Худудро з̂ исоб кунед:

a)lim£ £ £ ™ £  ^  в) l i m i f -
*-*« х ех '-><| ln(sinx) x-+ttg5x

2. То са^е^и 10"3 тацрибй *исоб карда шавад:

a) sin 36", б) У \ 29 .

Кори мустафиюнаи 5.4.1.

1) Интервалам афзуншавй, камшавии графики функсияро ёбед:
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«) /(■*) = —X

2) Дойр ба экстремум тадад кунед:

*) А * ) = - п тх + З
б) У*(х) — 2sin 2х + sin 4л:

в) f ( x )  = x 2-e~x

Кори мустацилонаи 5.4.2.

1) Интервал^ои бар^астагй, фурухамидагй ва ну^та^ои цадшавии графики 
функтсияро ёбед:

а) f ( x ) = x 3 - 6 х 2 +]2х + 4

б) f ( x )  = x - s i n x  

e ) f ( x )  = {l + x 2)ex

2) Асимтота^ои графики функсияро муайян намоед:

а ) f ( x ) =  ™Т  -4х  -  4
б)  / ( * ) =  е ' х2 + 2

\  sin х
* ) / ( * )  = ---х

Кори мустакилонаи 5.5.1.
1. Ададхои комплексии зеринро ба шаклх,ои тригонометрй ва 

нишондихандагй нависед:

a) z = \ + i, б) z  = -)+ /', в) z = l —/ e ) z  = 3-4i.

2. Ба шакли Z = x  + iy ифода кунед:

a) i + i 2 + i 3 + i* , 6)  -— в)  ( л /8 - / ) 2, г ) ( л /? + г ) 2.

3. Муодилахои зеринро хал намоед:

° ) / {х ) = {х-Ъу[х , б )/ (х ) = (х-Ъ )4х
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a) z4 +9 = 0, б) z5 +1 - / ' = 0, в) z 1 +i= 0 ^ ) z 8- l = 0 .

4. Модул ва аргумент» ададхои зеринро нависед:

а) 1 + /, б) - 1  + /, в) 2 + 5/.

Чавоб^о 

КМ. 5.1.1.

1) а) - * гГ ‘ б) —т= arcsin-Jx в) —— г) -cos2- s in -
2-Jx cos л: 3 3

2) a) -1; 0,000011” б) 2“ (2* -  1);2 (2 ■ ^
Дх

3) 5cosx-3sinx 4) 2

КМ. 5.1.2.

2 2 *1 )----; 2 ) Н  ; 3) {arctgxf[\narctgx + - --------------]
а а ' '  1 7 (l + x2)arcigx

4) а) "7ТТ ; б) " a fgf ; 5) Я) '° ’°45 ; 6)0,81 ; в)3,85-

КМ. 5.2.1.

1)2. 2) Г (лг2 +39* + 740) 3 )£ = -^  4) £ -0 ,5 ;£ 2Л
v 3  3

КМ. 5.2.2.

1) а) - I  , б) 1, в) 5,

2) а) 0,587 6)2,002

КМ. 5.4.1.
1) а) (0,1) - камшаванда, (1, оо) — афзоянда,

б) (-оо;оо) -  меафзояд.

в) (-оо;0) ва (0,1) -  кам мешавад, (1;°°)- меафзояд.

2) а) экстремум нест, б) /  m i n [ ( £ л/3 ,
6 2
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КМ. 5.42.
1 ) а) (-оо ; 2 )  -  фурухамида, ( 2 ,  оо) -  бар^аста, ( 2 ;  1 2 )  — нуцтаи к а д ш а в й .

б) [2Ьг;(* + 1);г]- барчаста, [(2к-\)л\2кл]- фурухамида, абсиссаи нукга^ои 

цадшавй х  = кл  (к = 0 ;± 1; ±2...).

в) ( - о о ;- 3 )  ва ( - 1 ;  оо) -барчаста, ( 3 ; - 1 )  фурухамида, ва N (- 1;

2) а) х = +2 , /(* ) = 1 , б) f(x)  = 2, в) у  = 0 .

КМ 5.5.1.

б) J  + i = Л ( cos—  + /'sin — ] = V 2 e '4 ;
4 4 J

4 4
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Боби VI. Интеграли номуайян
§1. Мафнуми интеграли номуайн 

ЬТаъриф. Функсияи ^(х), барои функсияи /(х ) , функсияи ибтидой номида 

мешавад, агар /г'(х) = / ( х )  шавад.

Агар функсияи / ( х )  функсияи ибтидоии F(x) -ро дошта бошад, пас 

вай микдори беохири функсиянои ибтидоиро дорад ва намай функсиянои 

ибтидоиро бо f(x)+  С ишора мекунем, ки С -доимии ихтиёри аст.

Мачм^и намай функсиянои ибтидоии функсияи F(x) -ро интеграли 

номуайян аз функсияи / (х )  меноманд ва бо рамзи ^f(x)dx = F(x)+C 

ишора менамоянд. Дар ин но j  -аломати интеграл, / ( * )  функсияи зери-

интегралй, f{ x )d x  ифодаи зериинтегралй ва С -адади доимии ихтиёрй 

мебошад.

П. Хосиятуж асосии интеграли номуайян:

1. (]/■(*>&)'

2. d \ f { x )d x  = f(x)dx,

3. JdF(x) = F(x) + C ,

4. \af(x)dx = a \ f{x)dx ,  (а-доимй)

5. j |/(x )±  g(x)]tfr = j f(x)dx  ± Jg(x)dx,

6. j f (a x  +  b)dx =  —  F(ax +  b) +  C .

т}адвали интегралнои асоси:

1) J dx = x  + C ,

,«+i
2) fxmdx = - ----+ C , ( m * - 1)

'  3 m +1 v '
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3) j ~  = ln|x| + С

dx
a2 - x2 2 a a-x

dx 1 x-------- = — arctg— + Ca +x‘ a a
XCk  I , I 2 71 „------т = In я  ± X  + Ca2±x2 2 I '

4) j

5) f

6) -f;

7) jsin xdx = - c o s x  + С

8) J cos xdx = sin .v + С

t dx „9) I---— = tgx + C
J cos x

10) j - ~ — = -ctgx + C
J sin X

11) Je'dx = e* + С

lv \ aXdx=h +c

13) j

In a
dx . .v, = -  arcsin — + C, (a > 0)

л/а2- * 2 a

dx x „ ,
■ ---------= arccos—+ C , (a)0J

V a 2 - x 2 a14) f
V<

r dx
15) J-

yjx2 ±a  

xdx

г =ln Vx2 ± a2 + С , (а)0)

17) |л /х 2 ±a2dx = ̂ л/х2 ±a2 ± Inx + -\/x2 ± a 2 + C
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lg) JV a2 - x 2dx -  jV o 2 - x 2 + -^~ arccos — + С ;

19) j  shxdx =  chx +  С ,

2 0 ) j  chxdx =  shx +  С ;

21) \ - ^ -  = -cthx + C
1 sn X

22) J J ; = " “ + c -

Ш. Усули гузориш ва бо хиссахо интегронй 

Усули гузориш. Бигзор, у  = f{x)  ва .х = <p{i) дода шуда бошанд. Фарз 

мекунем, ки f i x )  бефосила ва х = (p(t) хосилаи бефосилаи тартиби якумро 

дорад. Он го* чунин формула 40Й дорад:

j  f { x )dx= j  f[ip(t)\tp'{t)dt агар j f{x)dx = р(х)+С  бошад, пас 

j = ^\(p{t)\+C мешавад.

Усули бо кисщоинтегронй. Агар функсияхои и { х )  ва 

v (■*)- дифференсиронидашаванда бошанд, он гох 

jw  (x)dv{x)=u{x)v{x) -  j v ( x )  du(x) мешавад.

Мисоли 6.1.1. Нишон ди^ед, ки функсияи /г(х)= arctgex барои функсияи 

/(* )  = ———  функсияи ибтидой мешавад.

Хал. Хосилаи функсияи f ( x )  = arctge1 -ро меёбем:

Г М =  ~Г~17 = - Г - 7  = "х..'--г  = / W1 + е е +е е + е
Мисоли 6.1.2. Исбот кунед, ки функсияи

^ 0 0 = -у̂ =- circtg барои функсияи f ( x) = (ig2x + 2 )cos2 х ’
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функсияи ибтидои мешавад.

?(ал.

I / у  1

F'(x)-{  1 a ret с >gX 1 ^  1 _ 2 со*2 х 1 /'(г)
1л/2 V I J t f tg2x V2 2 2 + tg2x (2 + /g2.ir)cos2 x

2

Мисоли 6.1.3. Интегралро ёбед

J(2.t3-5 x 2 + 7 .t-3  }tc.

Хал. Аз хосият^о ва чадвали интегралро истифода бурда, росил мекунем:

\(2х3 - 5 х 2 + l x -  3^dx = 2 \ x 3dx - S \ x 2dx + l \ x d x  -  3 jd x  =

x 4 x 3 x 2
= 2 ------ 5 —  + 7 ------- 3 x + c = 

4--------- 3 2
1 4 5 3 7 2 „ = — x  — x  + —x  - 3 x  + c 
2 3 2

Мисоли 6.1.4. Интегралро ёбед:

j х2л/х3 + 5dx _

Хал.Табдилдщй намуда, интегралро нисоб мекунем:

J x2*Jx3 + 5 dx = J -Jx3+5 ^сфг3 + 5)=

= ̂  J -Jx3 + 5 <̂ (jc3 + 5)= i  j (x3 + 5 )1 dip3 + 5)=

= i k ! ± 5 } '  +C = — (x3 + 5 f  + C = - ^ { x 3 + 5)  +C-.
3 j  + 1 3-3V '  9 '

Мисоли 6.1.5. Интегралро ёбед:

J ^2 sin^- + 3 j cos-^chc 

Хал. j [2sinf + 3]  c o s |* =  J ^ 2 s in | + 3j </^2sm| + 3j = ̂ ----- 1— ^- + C =
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-Н2лН +с.

Мисоли 6.1.6. Интегралро ёбед:

а) \a rc tg x d x ,  б ) \ х гех d x .

Хал. Барои рал намудани ин интегралро формулаи бо риссаро 

интегрониданро истифода мебарем:

а ) |  arctgxdx =
и = arctgx , dv = dx 

dx
du =

1 + x ‘
V =  X

= xarctgx
r xdx ,%d(\. + x 2 ) 

-  j ------- r  = xarctgx -  j ----------=—
1 +  X l + x '

= xarctgx -  — lu |l + x 21 + с = xarctgx -  In -Jl + x 2 + с

6 )  f x 2e dx =
U = X . 

du = 2 xdx

= x e - 2  1xe x =
U = X

du = dx

dv = e xdx 
v = e* 

dv = e xdx 

v = e x

= x 2e 2 -  2xe x + 2 \ s xdx = x 2e x -  2xe * + 2 e x + c.

Мисоли 6.1.7. Итегралро ёбед:

J-
sin  2 x d x

y/3 -  c o s 4 x

Хал. Барои рал намудани интеграли зерин, метода гузоришро истифода 

мебарем:

/
sin 2 xdx I = cos x 

dt = -  sin 2 xdx - I
dt t

7 Г

= С -  arcsin cos x
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§2. Методдои асосии интегронй
I. Иигегронидани каср*ои ратсионалВ. Касри ратсионалй гуфта касри 

Р{х)
намуди -ро меномем, ки Р (х) ва Q (х) бисъёраъзогих.о мебошанд.

Каср^ои оддитарин чунин намуд доранд:

А Аа)-
х -  а

. Ах + В
в ) — --------------------

X + рх + q

б)

г)

(х  -  а ) ” ’ 
Ах + В

( х 1 + рх + q )"

Интеграл аз функси*ои 1) - 4) -ро бо осонй *исоб намудан мумкин аст, агар 

формулаи зерин истифода бурда шавад:

а) 1 - А \ п \ х - ( \  + С 
х - а

6)1
Ad(

(х -а )т т - l  (х -а )т-‘
+ С

в) !  2 V*

г ) \

= 1

dx

* +px + q ^ 4  q - p  

dx

arctg- p = = =  + C ,(p 2 -  4q< o) 
J 4 q - p

x 2 + px + q\”
P V4 q- p 2 t = x + — ,a = -1—2——
2 2

dt 1 2m - 3  f
- + — ------- - J-

dt
(f2 + а 2У  2 a 2( m - l i t 2 + a 2Y ' '  a 2 2 m - 2  

-ро формулаи рекуррентй меноманд.

П. Ингегронидани фушгаицои ирратсионалй ва тригонометрй. Барои

интегронидани ифодаи 

Аз ин чо

аз метода гузориш истифода мебарем.

J I  Усх + d )  \ c x  + d J 1 \ a — ct ) ( a - c t " )

200



Барои интегронидани ифодздои тригонометрии намудашон R (sin х , cosjc) аз

х
гузориши васеъ татбщшавандаи 1 = истифода мебарем. Дар нацицат

2tg  у 2t l - t g 2 f  1 - t 2
sm х  = ------ г-3;— = ------ г- , cos х = ------2— --------

x  = larctgt  , dx

2

2 dt
1 + 1

Яъне J* (s in x ,c o sx )& =  J  ^ - ^ 7  , мешавад.

Дар рарду нолат Нам бо ёрии гузориш аз ифоданои ирратсионалй ва 

григонометрй ба ифодаи ратсионалй гузаштем. Чй тавре ки маълум аст, 

ифодаи ратсионалиро бо осони интегронидан мумкин аст.

Ш. Гуэорипцои Эйлер ва ингегронии дифференсиалии биномиалй.

Интеграли намуди \ /?(v;Vax2 +вх + с) -ро бо яке аз се гузориши зерин нисоб 

кардан мумкин аст:

1) V<u? +bx+c =t±-Jax, а >О

2) Vox? +bx+c =tx±4c, о О

3) 4а£ +Ьх+с =(д:-a)t, cat ±bx+c= 4 x -c t fe -

a,p  -решанои нациции се аъзогй квадратй мебошанд.

Се гузоришнои овардашударо гузоришнои Эйлер меноманд.

Ифодаи x”'(a  + ex'')P -ро дифференсиалии биномиалй меноманд.

Барои интегронидани ифодаи дифференсиалии биномиалй се нолати 

зеринро дида мебароем:

1)агар р -бутун бошад, дар ин нолат бо осони интегронида мешавад;
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2) агар
i + l

-адади бутун бошад, дар ин маврид гузориши

a+bx —t  цуллай мебошад, ки s - махрачи касри Р мебошад.

т +1 п s
3)  агар —~—  + Р  - адади бутун бошад, пас гузориши ОХ +В=2 -ро

истифода мебарем.

Мисоли 6.2.1. Бо метода коэффитсиентрои номаълум интеграли зеринро 
ёбед

г х 3 -  2х
I (x’ + l )2

dx

3{ап. Аз метода коэффисиентрои номаълум истифода бурда росил мекунем

х * - 2 х  Ах + В cx + D

( x 2 + l ) 2 ( x J + l ) 2 х 2 + \ -

Махрачи умумй дода, пайдо мекунад:

х3-2 х  = Ax + B + iCx+D^x2 + l)=  Ах + В + Сх3 +Cx + Dx2 +D =
= Сх' + Dx2 + (А + С)х+ fi+ Д

Коэффисиентрои назди дарачарои якхелаи х -роро баробар карда мегирем:

1 = С 
0 = 0
-  2 = А + С
О = В + D

х
х

Аз ин so А = -3 , В = О, С = 1 ,£> = О аст.

Бо назардошти ин киматро, интеграли додашударо ба ду интеграл чудо 
менамоем:

xdx
I

xdx 
х 2 +1

3 rd(x2 + 1) 1 rd(x2 + l) 3 . /
x 2 +1+C

2 0 2



Мисоли 6.2.2. Усули Остроградскийро истифода бурда, интеграли зеринро 

ёбед:

г х 2dx 

(хг +2х + 2^  ‘

Дар асоси усули Остроградский рос ил мекунем:

h
х dx Ах+ В

)(х1+2х + 2 J  х г +2х+2 }х2+2х + 2

Баробарии охиронро дифференсиронида, махрами умумй медирем ва 

дар нати^а росил мекунем:

дг2 = л(х2 + 2х + 2)- (Лх + В\2х + 2)+ (С,т + D^x2 + 2х + 2).

Барои муайян намудани коэффисиентрои номаълум системаи зеринро 

тартиб медирем:

[х3 0 = С,

1х2 \ = - А  + 2С + D,
1х 0 = -2 В  + 2С + 2D,

О = 2 B - 2 B  + 2D.

Ин системаро рал намуда, меёбем:

А = 0 : В = 1 , С = D , D = 1.

Аз ин 40

Мисоли 6.2.3. Интегралро ёбед:
г dx 
Ч 2 х - \ - Ф . х - \  '

Хал. Бо ёрии гузориш аз ифодаи ирратсионали озод шуда, интеграли 

росилшударо рисоб мекунем
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f
dx

V 2 jc— 1 — V 2 jc — 1

2x — [ - t *  
dx = 2/Vr

_  f 2^ _  
_ J t 2 - t  ~

J / - I  J l - 1

= 2 J (< + 1} + 1 dt = 2 J(< + 1 )dl + 2 = t 2 +2t + 2 In(/ -  1) + С = 

= V 2x-1  + + ln(V2.x-1  -  l)2 + C.

Мисоли 6.2.4. Ёфта шавад: J  ■s in X I2»
dx

! + c o s x - 2 sinx)

Хал. Барои нал намудани ин интеграл гузориши тригонометриро истифода 
мебарем:

Ь
dx

sin х(2 + cos х  -  2 sin х) 

(l +t2]dt

X
tg r t

dx = 2 dt
1 + t 2

2 dx
Г + 7

21
1 + t2

2 + \ - t  At
1 + t 2 1 + t2

г l l+ r jdt 
U\t2 -4/+з)

Интеграли носилшударо бо метода коэффисиентхои номаълум нал мекунем:

1 + t2

Аз ин чо меёбем:

/(/-зХ*-1) / /-3 /-Г

л Л ,  В А ,

Бинобар ин,

1 rdt 5 е dt г dt 1,

Д|„
3 tg-. hf ,nH -3)~,n

X 
! 8 i

+ с. мебошад.

Мисоли 6.2.5. Гузоришнои Эйлерро истифода барда интеграли зеринро ёбед

2 0 4



h
xdx

^ал. Дар ин *олат а ( с ( О сеаъзогии квадратии 1х — х ‘ - 1 0 ,  дуто 

решай х,ак;ик;ии 2 ва 5 дорад, бинобар ин, гузориши сеюми Эйлерро татбик 

мекунем:

l^ lx - x 1 -  К))1 '

J l x - x 2 -1 0  = J{x  -  2X5 -  х) = ( х -  2)/,

5 -л : = (л :-2> 2,
5 + 2 г

+ /

( х - 2  )/ =
5 + 2 /' 
1 + /2

dx = -

/ =

6/с*

(1 + / 2)2 ’ 

3/
1 +  /2 '

Аз ин чо *осил мекунем:

xdx 6 г 5 + 2/ 2
J y j l x - x 2-l0)

9 1 * J 9^7х-х -\0  9 х - 2

Мисоли 6.2.6. Усули дифференсиалии биномиалиро истифода бурда, 

интеграли зеринро ёбед:

j
У х г

2 1 1 /и+1 1 1 ,
З̂ ап. Дар ин чо / и _ ~ з ’ и~ 3 ’ Р ~~2 ' ~ д ---- “  : “ - 1 аст. ролати 2 -

А з  и н  40 j  х '( l+ ^ )2t/x=6 j  /V/=2f3+C =2(l+x^ +С

2 0 5



Кори муста^илонаи 6.1.1.
1) Нишон ди^ед, ки функсия^ои зерин

а) /•'(*) = ln|sinxj, б) F(x) = —-cos(o.v + A)ln|sinjr|

в) F(x) = -3 cosifx, г) F(x) = In л/х! +1

мувофицан барои функсия^ои

a) f ( x) = ctgx, 6) f (x )  = s\n(ax + b\

*) «*. г) f(x) = -
V 7  w w “ ^ + r

функсия^ои ибтадой мебошанд.

2) Хосият^ои асосй ва чадвалии интеграл^оро истифода бурда, интеграл^ои 
зеринро ёбед:

6)j

. p /x  + lnx , . f(aI -A ’T  ,
в) I-----------dx, г )Р — Trr-fo-3 х 3 а Ь

Корт муста^илонаи 6.1.2.
1) Интегралро ёбед:

a) Jx3( l - 2x 4)3fi£t; б ) \— — dx;
v '  cos4 2л:+ 4

в)I гХ + 3 dx ; г) J-
V3 - x 2 ’ х 2 - 6х + 25

2) Усули гузориш ва бо ^исса^о интегрониро истифода бурда, интеграл^ои 
зеринро ёбед:

а) [\nxdx, б) |( x  + l)e"fa,

в) |  x 5ex'dx, г) J sin л/xdx.
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Корт мустацилонаи 6.2.1.

1) Бо усули коэффисиентхои номаълум интегралцои зеринро ёбед:

\ Г xdx г (fc
•'х3 + Г  ■'(к2 + l)(x2 + 4 ) '

2) Усули Остроградскийро истафода бурда, интеграл^ои зеринро ёбед:

Кори мусгариюнаи 6.2.2.
1) Интегралро ёбед:

о) J- — ..., 6) l ^ z d x ,  в) J J E U
’ ■Лс+\+^(х +1)3 3х + 2 ] \ х +1

2) Гузоришнои Эйлерро истифода бурда, интегралнои зеринро ёбед:

a) Г , б)
l + -\/jtJ — 2х + 2 Wl-.x2 -1

3) Гузоришнои тригонометриро истифода бурда, интеграли зеринро ёбед

г дЬс 
■* 8 -4 s in x  + 7 co sx '

4) Гузоришнои дифференсиалии биномиалиро истифода бурда, интегралнои 
зеринро ёбед:

. 3 г dxa) J jr3(l + 2*2) 'г dx, 6) - f
ijx4-\l\ + >[x*

Навобхо 
К.М. 6.1.1.

1
2) а) - х 2 + х + 21п х - 1; б) оос2 + 2a e l n |x - a |-

х - а

Г  1 I 2 1 , « *  „в) 2V x+-in д: ; г) - ------ ;— (—----- - ) -2 х .
2 l n a - l m  г  а
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К М . 6.12.

1) а) - - 0 - 2 * 4)4 ; б) _ т(-*- 3)4;4

в) -  5л/з~х2 + 3arctg sin -^= ■ г) — arctg(x -  3) / 4 
л/ 3 4

2) а) лс(1п jc — 1); б) х£*; в) ^ t r ' (jr4 -  2х2 + 2);

г) -  2-yfx cos л/х + 2 sin л/х .

KM. 6.2.1.

l , i  ,i 1 . I 2 .1 >/3 2 x - l1) а) -у1п |х + 1| + -1п|х - x  + l| + -j=arclg +C ;

6) jarc/gx - i l n |x  + l| + -i-ln(x2 + l) + -jarc/gx + С .

- x 2 +x 1 , , 1 , I , ,i 1 _2) a ) ------------;----------ln(x + l) ---- In x +1 + — arctgx +C ;
'  ; 4(x + l)(x2 +1) 4 1 ' 4

15x6 + 40x2 + 33x 15
6) 48(1 + x )

KM. 6.2.2.

1) a) larctg  л/х + 1 ; 6) 2л/х -  l4larctg  ;

л /7 ^ 7
в) — —— ~(x -  2) + Y*n+ |* + Vx -  l|

2

2 ' ' 2  

2) a) In x +1 + л/х2 + 2x + 2 +

3) a) In

x , 
tg —+ 3

x + 2 + л/х2 + 2x + 2 

1+ x 2
4) a)

2Vl + 2x2 ’
6) -  2д /(х"^  + 1) .
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Боби VII. Интеграли муайян
§1. Интеграли муайян ва хосиягхои он

1.'Таърифи интеграли муайян. Бигзор фуксияи f i x )  дар порчаи муайян

бошад. Порчаи [а;б]- ро бо ёрии нукта*ои а  = ха{х\{---{хп =Ь ба п - 

Кисми ихтиёрй тацсим мекунем. Дар *ар як порчаи хусусии [ак; Ьк ] нук,таи

дилхо^и 4 к -Р° мегирем ва дарозии ин порча>;оро бо A-v„ = хк -  хк_, ишора 

менамоем:

Суммаи интегралй гуфта дар порчаи [а; А] суммаи зеринро меномем 

£ / ( & ) * * ,  = /fe )A x , + / (с;) Ал-,... + /  (7,1.1)

Худуди охирноки ифодаи (7.1.1) - ро дар полати А = тахДдг„-»0 будан

интеграли муайян дар порчаи [a',b\ аз функсияи f ix )  меномем ва онро 

чунин ишора мекунем:

\ f{x)dx  = Пт  £  f ( £ s) te x.
а Л-+0 * = !

Агар функсияи f i x )  дар порчаи [cr,b\ бефосила бошад, он го* *удуди 

суммаи интеграли новобаста аз тарзи тацсимоти порчаи [<з,;Л] ва интахоби

нуктаи мавчуд аст.

2. Хосиягхои асосии интеграли муайян. Интеграли муайян дорой 

хосиятхои зерин мебошад:

О \f(x)dx = ~[f{x)dx ;
а Ь

2) [fix)dx = 0;

3) \fi*)dx = ]f(x)dx + jf(x)dx (a{c{b);
О О С
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4) J I / lM *  Л  (* )]* =  \ f ( x ) d x ±
(I a a
b b

5) jCf(x)dx = С J f{x)dx, С -  доими. ;
a a

6) Агар m< f ( x ) < M  дар \_o',b\ бошад, пас
к

m(b-a)<. ^f(x)dx<, М(Ь-а) мешавад;

7) Формулаи Нютон-Лейбнитс 

J / ( x K  = F(x ya = F(b)-F(a)
а

дар \олате, ки F(x) барои f i x )  функсияи ибтидой мебошад, яъне 

/ф )= /(х :) аст.

А Ь

8) Интегронй бо *исса*о \ udv = Ц  * “  \ vdu
а  а

дар ролати и(х) ва У[х) - функсия*ои дифференсиронидашаванда дар \a,b[ 

мебошанд.

9) Иваз намудани таъгйирёбанда:
ь Р
j f (x )d x=  jf[(p(t)\tp'(t)dt,
а  а

ки дар ин чо х = (pif) функсияи бефосила ва дорой *осилаи (p’if) дар \a\p\  

а = (/^а) , Ъ = <р(Р) мебошанд.

10) Агар функсия f { k x  +  т)  дар порчаи \а’М  интегронидашаванда бошад,
Ь j

он го* формулаи зерин ч°й дорад: J /0 -*  + nx)dx = — F{kx + «)(„,

11) Агар f ( x )  тоц бошад, пас
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\ f ( x )dx = О
- я

\ f{x)dx  = 2\f(x)dx
- а  О

мешавад.
I

Мисоли 7.1.1. Интеграли J х 2 dx -р0 *амчун *удуди суммаи интеграла
О

*исоб кунед.

ф л . Дар ин 40 f ( x )  = x \  а=  0 , b = 1 порчаи [0; lj-ро ба п -цисми

Ь - а  1
баробар та^сим мекунем, он го* -----—  -  — ва ь ~ хк -интихоб

мекунем. Он го* пайдо мекунем, яъне

п ' ^ п - 1 п .* „ = 0, , лг„ = — = 1
п п п п

/ ( *,)=Ш ’ т ) = { ^ ) ’-"/ ю = {£ )2=] ва / ( ^ ) 'лх»=
мешавад.

Дар ин асос *осил мекунем:

\ х1< Ь = Ш ± / Ю Ь х .  = lim-— ■-- - +3 +--- + п =
J  Аг.. -> 0  * и-кяг. —3

ва агар ин функсия чуфт бошад, он го*

йх, -»0 , „О i=0

= lim "(” + 1Х32я + *> = lim + ^  Л  = 1 ,
"-** 6 п 6 6 3

Мисоли 7.1.2. Барои функсияи f ( x ) = 2х дар порчаи [0 ; 10] сумма*ои поёнй 

j  ва болой ($„) Дарбуро тартиб ди*ед. Порчаи додашуда ба П -щисми 

баробар тацсим карда шавад.
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Хал. Азбаски функсияи нишондщандагии f ( x ) = 2 x афзоянда ва бефосила 

мебошад, бинобар ин, к;имат*ои хурдтарин ва калонтарини худро мувофицан 

дар аввал ва охири порчаи [* ,; -r ,+i j  цабул мекунад. Мувофики шарти мисол 

пайдо мекунем:

* 10 10' . |0(' + |)Ь - а  = 10 , Ахi = — , х, = — , х, +1 = —-----
п п п

= 24' ; (/ = 0,1,.../7“  l) ва барои суммаи поёнй = Xi , барои

суммаи балой = */+i аст. Бинобар ин,

о v* . lO v^. 10/

10/ К> 20 IQ(n-l) ]Q230
^ 2  " =1 + 2" +2"  +... + 2 ” = ш аст. 

2 ”  -1

_ 10230 - 10230-2"
Хамин тавр, *осил S,, в“ s „ =

мешаванд.
Мисоли 7.1.3. Аз таърифи интеграл истифода бурда, интеграли зеринро

I
*исоб кунед: [ x d x

О

Хал. Дар асоси таърифи интеграли муайян *осил мекунем:

Ь п
[xdx = H m X  £,• Ахп Я = шах Дх, —> 0

ti Я—>0 А—I

0 — х0 (ДГ| (х 2 (. •. (хп — 1, ,ДС/+|].

Порчаи [о ; l]-po ба п -к;исми баробар тацсим мекунем бо ёрии нук г̂а^ои

(/ = 0,1,2,...,»-1)
п
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Дарозии *ар як порчаи хусусй ба Ах, = ~  баробар аст, ки — 0 , *ангоми 

п —>оо аст.

Ба сифати нуцтаи £, цисми рости порча*ои хусусиро мегирем:

£  =  хм =  (/ =  0,1,2,...л —1).

Акнун суммаи интегралий тартиб меди^ем:

л . 5. . £ ; ± 1 . ± . 4 (1+ 2 +...+ « ) - ^ .
"  п п п 2 п

Дудуди суммаи интегралиро дар *олати п —> оо *исоб мукунем:

и (« + 1) и+1 1lim ——г—̂ = lim -----= —.
»-*» 2и 2п 2

Аз ин

)xdx = \ мешавад.
о z

Нишон меди^ем, ки дар *олати дигар хел интихоби к;имати *удуди 

суммаи интеграла тагйир намеёбад.

Масалан, ба сифати цимати миёнаи порчаи хусусиро мегирем:

, (/ = 0 , 1, 2 ,. . . , и - 1)
п

Суммаи интеграла тартиб меди^ем

, "Л 2/ + 1 1 1 г, о с ^  .М 2г)2 1 J = /  ------ - — — — — [1 + 3 + 5...+(2/7 —1)1— — -̂-----.
* t s  2я п 2п2 1 '  1 4/i 2

Аз ин чо

lim J  = — асх.
»-»» 2

Мисоли 7.1.4. Интегралро *исоб кунед:
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Хал. Азбаски 1 - х  =

I = J |l—jc [ <я£с
о

1 - х  , 0<х<1
|х - 1  , 1<х <2

мебошад, хосияти аддитивии инегралро истифода бурда, *осил мекунем:
£ ■ I
|l-^ )d *  = j(l-x)dx + J(jc—1 )dx = - (1 -* Г = ‘ +-U, 

2 2

Мисоли 7.1.5. Интегралро ба*о ди*ед J  -  J>/3 + х3 d x ,
I

Хал. Азбаски функсияи / (* )  = л/З+х3 якзайл меафзояд дар порчаи [l ;3],

бинобар ин, т = 2, Ь - а  = 2, М  = л/30 мешавад. Аз ин 40 интегралро 

чунин ба*о медщем:

2 -2 < JV3 + x3 d x < J W 2 t ё худ
I

4< J ^ З + х 3 Л<2-Т30«Ю ,95.
I

Мисоли 7.1.6. Интегралро ба*о ди*ед:
Ж

dx

к 3 cos2 х '

Хал. Азбаски 0 < cos2x  < 1 аст, бинобар ин, *осил мекунем:

• ^ 1 1— <-------- — < — ва8 5 + cof.* 5 16
dx
cos х 10'

Мисоли 7.1.7. Интегралро *исоб кунед:
1

|  xe~*dx
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З а̂л. Усули бо *исса*о интегрониро ба асос гирифта, интегралро *исоб 

мекунем:

и = х  e~xdx = dv 

dii = х  v = - е ”
I 1

I
J хе ~xdx=

= - х е + J e~xdx= -ё~х + \ -е ~ '  = -2 е  1 +1 = е - 2

о о

Мисоли 7.1.8. Интегралро *исоб кунед: 

7 =  ) х  2 arcsin х dx .
- I  y / l  +  X 2

Хал. Функсияи зериинтегралй ток; аст, бинобар ин, дар асоси хосияти 

интеграли муайян J  = 0 мешавад.
V5 ____

Мисоли 7.1.9. Интегралро *исоб кунед: J v 4 -x 2 dx.
-S

Хал. Гузориши x = 2 s in / —ро истифода мебарем, ки -  у  5 (< у  аст.

Функтсияи x=(p(t)=2smt дар порчаи л  я
Т ’1

Хамаи шартхои теоремаи

иваз намудани тагйирёбандаро цаноат мекунанд ва j=-V3, j=V3 аст,

*амин тавр, х  = 2 sin t , dx = 2 cos t dt 

Аз ин но *осил мекунем:

Гз
S

S

я к  .
/3 _____ 3 3 / I >i*A
f s 4 - x 2 dx=4 jcos2fefc = 2 J(l-cos2f) = 2l t+—sin2/ I = — +v3. 
л  * * v 2 3JL/

3 3

§2. Татбщи геометрии интеграли муайян
1. Хисоб намудани масо^ати фигура^ои геометрй. Масо*ати трапетсияи 

качхатта, ки бо хати качи У = f i x ) ва хат*ои роста х  = а, х  = b ва попчаи

215



[a ;b\ -и тири ОХ мгцдуд карда шудааст, бо формулаи \f(x)dx ^со б  

карда мешавад.

Масо*ати фигурам геометрй, ки бо хаткой качи 

У i =/ i  (х ) • У г ~ f  2 {х ) ва хатхои рости х= а х =Ь ма*дуД карда 

шудааст бо формулаи
А

S = |[Л  (А) -  / |  (*)]<& *исоб карда мешавад.
а

Агар муодилаи хати кач ба намуди параметре х = х (г), у = y{t) дода 

шуда бошад, он го* масо*ати трапетсияи качхата бо формулаи

5 = j  y( t)x '( t)d t  
'l

ёфта мешавад, ки дар ин 40 ва Л, аз баробари*ои <з =*(/,), b=)il2) 

муайян карда мешаванд.

Масо*ати сектори качхата, ки дар системаи кординатаи цудбй р = р{в)

дода шудааст ва бо ду кунчхои цутбй ^ \ ~ а , @г~ Р  ма*дуд аст, бо 

формулаи S = jp 2dd *исоб карда мешавад.
а

2. З^исоб намудани дарозии камони хати ка% Агар хати качи 

У = /(* ) дар [о;й] суфта бошад, ( у'= / '  (*) - бефосила бошад, пас 

дарозии камони ин хати кач бо формулаи

а

*исоб карда мешавад.

Дар *олати параметра x = x(t), у  = у  (/) дода шудани муодилаи хати 

кач, дарозии камони он бо формулаи зерин *исоб карда мешавад:
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I = /л /* / + У:2dt-
h

Агар хати качи суфта, дар системаи координатаи кутбй дода шуда 

бошад, бо муодилаи р = р  (0), а < в  < ft , пас дарозии камони он бо 

формулаи
р -----------------------------

[ у р 2(в) + р '  Ф) dQ ёфта мешавад.
а

3. З^ИСоб НамуДЗНИ З^а^ми ’ЩСМ. Агар масо*ати бурриши чнсм, ки 

бо ёрии *амвории ба тири ОХ перпендикуляр бурида шудааст, ба намуди 

функсияи S=S(x) ифода карда шавад -  а < х < b , он го* *ачми чисм бо 

формулаи зерин:
а

Vx - n  | y 2dx  
h

*исоб карда мешавад.

Агар шакли геометрй бо хати качи У — f ( x ) ва хат*ои роста 

у  = 0, х  = а, х = b ма*дуд карда шуда бошад, он го* *ачми чисме, ки дар 

натачай чархзании ин трапетсия дар атрофи тири ох *осил мешавад, бо 

формулаи
ь

Vx = п  j y 2dx
а

*исоб карда мешавад.

Агар фигураи геометрй бо хат*ои качи У \ = / №  У  г - f г М  ва хат*ои 

роста х  = а, х  = Ъ ма*дуд карда шуда бошад, он го* *ачми чисми чархзанй 

дар атрофи тири ОХ бо формулаи

vx = ж Jlf i i x )  -
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чисоб карда мешавад.

4. Хисоб намудани масо*ати сат*и чархзанй. Агар камони хати качи

V = Лдс) (а<х<Ъ) дар атрофи тири ох чарх занад, он го* масо*ати 

сат*ии *осилшуда бо формулаи
ь

Sx -  2ж jyyj\ + y ' 2dx

*исоб карда мешавад.

Агар муодилаи хати кач ба намуди параметря х = *(/), у  -  y(t) д0да 

шуда бошад, пас масо*ати сат*и чархзанй бо формулаи

'г  _______________

Sx = 2к  j y j x ' 2+y'2dt 
'i

*исоб карда мешавад.

X "
Мисоли 7.2.1. Масо*ати фигураи геометрй, ки бо параболаи У = —  ва

хатдои рости х =1, х=3, у=0  ма*дуд карда шудааст, ёфта шавад.

Хал. Масо*ати мазкур бо интеграли зерин *исоб карда мешавад:

. 3
г х 2 х  S  = f — dx = ------
1 2 2 -3

J L - I = 1 _ I = 2 7 л 1 = 2б_= 4 1(в.кв). 
2 - 3 6 2 6  6 6 3

Мисоли 7.2.2. Масо*ати 5 , ки бо хат*ои ка^и у - 2 - х 2 ва у3 =х2 ма*дуд 

мебошад, *исоб карда шавад.

Ь  = 2 - х 2
Хал. Системаи 1 _ ^  -ро *ал намуда, *удуд*ои интегралро меёбем, 

яъне =—i, % =1. Пас дар асоси формулаи зерин хлсоб мекунем:

5= JD iM - / ( * ) ] *  = \ г - х г - х ^ ] ~
а -Л  '

Мисоли 7.2.3. Масо*ати фигураи геометреро, ки бо яке аз шохахои

- 2
-  2— (в.кв.).

-I

218



тсиклоиди jc = 2(/ — sin/), у  = 2 (l-cos/) ва тири ох ма*дуд гардидааст, 

ёбед.

3{ал. Дар ин ч° dx=2(l-cost)dt ва /, = 0, t2 = 2л  мебошад. Бинобар ин, 

*осил мекукнем:
2 я  2я

S = |2 2(l-cos/)2£ft = 4 J(l-2cos/ + cos2f)rf< =

= 4 |0 = 12 (в.кв.).

Мисоли 7.2.4. Масо^ати фигураи геометрй, ки бо лемнискатаи 

р 2 = 2 cos в  ма\дуд карда шудааст, ефта шавад.

3(ая. Масо^ати аз чор як *иссаи фигураи *осилшударо меёбем:

ж/ь
5, = | j2cos2ft/0 = isin 2В = isin 2в|̂  = S = 45, = 2 (в.кв.).

УМисоли 7.2.5. Дарозии камони хати качи у  = X 2 -ро аз х = 0 то 

х  = 1 хисоб намоед.

3 -* — 23{ал. Муодилаи хати канро дифференсиронида, меёбем: -  ~^х .Азин 

Чо дар асоси формулаи

I  = jyj\ + у ' 2
а

*осил мекунем:

' - 1 ^ Л " И Н ’У

Мисоли 7.2.6. Дарозии камони хати качи х  = cos t ,
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• 5 л Яу  — sin I аз ?! -  О то ёфта шавад.

Хал. Аввало *осила*оро нисбат ба параметр меёбем: 

х' = 5cos4 ?sin?, у\ =5sin4 rcos/ .

Бинобар ин, *осил мекунем:
___________________________  я̂

i -  jV("" 5 cos4 Г - sin t f  + (5 sin41 cos dt = 5 |sin / cos /Vsin6 / + cos6 tdt =
о 0

5 ”/} fl 3 5 1-------------
= — J sin 2 /J —+ — cos2 2 tdt = ---- J vl + 3cos2 2/ d(cos 2t) =

о V 4 4 2 0

5
8>/3

2 -

cos 2/ • л/l + 3 cos 2 2t + yin (V3 cos It + л/l + 3cos 2 2/) 

1п|2-л/з|
~ 7 Г ~

Мисоли 7.2.7. Дарозии камони хати ка̂ и р = asin’ ^  [0< 0<3я] ёфта 

шавад.

I Q О Q 0%&л. Х,осил мекунем: р' =— asin~ — cos: y, р = asin3 — ■ cos2 —, бинобар

ин,

| ~ ^ ^ ^
/ = J Ja2 sin'' — ■ cos2 —dQ = a Jsin2 -c/0 = — а мебошад. 

„V 3 3 у 3 2

Мисоли 7.2.8. Хачми эллипсоидро муайян намоед:

х 2 у 2 z 2—  + —  + —  = 1 
а b с~

Хал. Бурриши эллипсоид бо *амвории х  — const эллипс мебошад, яъне

У I Z 1
* 1 Й ? )

бо нимтир*о b^j 1 -  р -,
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Аз ин 4 0  масо*ати ин эллипс чунин аст:

=nbc
.2 \

1--

Бинобар ин,
а

V = jnbc
3 а2

= —лаЬс мебошад.

Дар *олати хусусй агар а=Ь=с = г бошад, он го* *амчми кураро *осил 

мекунем.

Мисоли 7.2.9. Фигурае, ки бо хати ка^и у 2 = ( х ~  l)3 ва хати роста х = 2 

ма*дуц мебошад, дар атрофи тири ОХ чарх мезанад. Да^ми фигураи 

*осилшударо ёбед.
Хал. Дар асоси формулаи *исобкунй *ачми фигураи чархзаниро пайдо 

мекунем:

V = л \ у г<1х = п \ (х ~ \У  = ^ - л ( х - \ )А = j  (в. куб.)

Мисоли 7.2.10. Масо*ати сат*еро, ки дар натичаи чархзании шохаи

синусоидаи у  = sin 2х х  - 0  то х -  —J дар атрофи тири ох  *осил

шудааст, ёбед.
Хал. Функсияи додашударо дифференсиронида, меёбем: 

у ' -  2 cos 2л, он гох

ЖА
Sx = 2л Jsin 2хл/1 + 4 cos2 2xdx.

U

Тагйирёбандаро иваз мекунем:
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Sx = 2n  |  sin 2x  V1 + 4cos2 2x dx
0

= -2 n  }Vl + t2 = j  JVl +  f2 dx =

= |  ^V T77r + iin |/+ V iiT 7 r  ]|!2=

= 4 2V5+I ln 4 ^ )
2 (  2 V5 - 2 J

/ j = 2 c o s 2 * , / , » - 2  I 

< / /= -4 sin  2 л /*,/2 = 2  j

Мисоли 7.2.11. Масо*ати сат*е, ки дар нати^аи чархзании давраи 

x = rcos t  , y  = b + r s \n t  дар атрофи тири ОХ *осил мешавад, ёфта 

шавад.

3(ал. Аз ин 40 маълум аст, ки х' = - г  sin 1, у '  = г cost мешавад. 

Масо*ати сатзфо *исоб мекунем:
2к t 2ж

Sx -2 п  J(b+rsinf)v(-rsin/)2 +(rcostf dt = 2nr J(b+/-sin/)*=
О О

= 2m{bt-rcost^2(’ = 4ж2 6л

§ 3. Татбики интеграли муайян дар икгасодибг
1.Маънои икгасодии интеграли муайян. Бигзор, функсияи z  = z(t) 

истехсолотро вобаса аз вакти t ифода кунад. Он го* хачми махсулоти 

истехсол шуда дар муддати вакти аз лахзаи t = t0 то лахзаи t = Т  бо 

интеграли муайян аз функсияи '(/) дар порчаи [/„;7'] ифода карда мешавад:

г
V  = \z(t)d t.

Iо

2.Татбики интеграли муайян дар иктисодиёт. Маълум аст, ки агар функсияи 

махсулнокии мехнат муайян бошад, бо ёрии интеграли муайян хачми 

махсулоти истехсолшударо ифода кардан мумкин аст.
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Мисоли 7.3.1. Истех,соли рузона Р-ро дар як рузи корй аз соати 8то14, агар 

махсули мехнат тачрибавй дода шуда бошад, ёбед:
Л

Р = p ( t ) = - — + 5 t - \ 5
4

Ин функсия равандеро инъикос менамояд.ки махсулнокй дар ду соати аввал 

меафзояд , пас аз он паст меравад.

Хал. Функсияи махсулнокии дар порчаи [8; 14] овардашуда ва коркарди 

рузонаро бо ёрии интеграли муайян ифода мекунем:

,2 Ч" 5 (i4)282

Л < т I 12 2 А 12
2744- S12 + 5 _ 19 6 -64 _) 5.6 = _] 86+330 -  60 = 54.

12 2

Хамин тавр, дар муддати вакги нишондодашуда 54 вохид махсулот истехсол 

карда шудааст.

Мисоли 7.3.2. Функсияи худуди харо^от дода шудааст:

MS = Зд-2 -40д- + 125, х £ [0;3]

Функсияи харочот S(x) ёфта шавад ва харочот хисоб карда шавад *ангоми 

20 вохид истехсоли махсулот, агар маълум бошад, ки харочот барои 

истехсоли як вохид махсулот 100 вохиди пулиро ташкил медихад.
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Хдп. Функсияи харочотро бо ёрии интеграли муайян меёбем:

X
S(x) = jMSdx + С 

(i

Дар ин колат доимй С аз шарти S( 1 )= 100 муайян карда мешавад, яъне 

С=100. Функсияи xapo^or:

S ( x ) = дг’ - 2 0 х 2 + 125 л- + 100 .

Кимати х = 20-ро гузошта, хосил мекунем: 5(20) = 2600

§4.Та1фибй ̂ исобкунии интеграли муайян
I. Формулам ростку «на хо. Агар функсияи у  = /(* )  дар порчаи

охиронки [я;б] дилхо* маротиба дифференсиронишаванда бошад ва А = -—-
п

X' = а + ih(i = 1,2,..., n \y t = f{x i) бошад, пас формулаи зерин чой дорад: 

ь
\ f{x)dx = h(y0 + у, + у 2 + • • • + у„_, ) + R„, (741)
а

ки дар ин цо

К» = ~—~~~ ) (а - 4 - b) мебошад.

П. Формулаи трапетсия. Бо назардошти ишора̂ ои дар боло 

овардашуда формулаи трапетсия чунин аст:

j f ( x ) d x  = +  *  + у г + . . .  +  j  +  R„ f

ки дар ин 40

(а < ^ < б) аст.

Ш. Формулаи парабола (Симпсон). Бо и̂ рошавии шартхои дар (7.4.1) 
гуфташуда, формулаи зерин чой дорад:
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Jf{x)dx ~-{y„+y„ + 4(y, + Уъ + +... + У„-,)+ 2(Уг + У* + •• + Уп-г)]
a

ки дар ин 40 п - адади чуфт мебошад ва

К  = / (4>(£) (а - ^ мебошад.

7.4.1. Формулаи росткунчаро рангами п  = 12 будан истифода
2 я

бурда, интеграли J х s'n xdx -ро тацрибй *исоб кунед ва бо цнмати 
«

аящаш му^оиса намоед.

Jt ^Хах. Л = —, b ;2»l он го* х, = /—(/ = 0 , 1,2, ...,12) аст, пас дар асоси
6 6

формулам роспунча *осил мекунем:

2* II _1 II _2 /  11 \|'Г . ^Tv1 Д  • ^  v i .  . Л  Л  I v 4 IIxsm xdx*—> /—sm—= —  > /sin— = ------> cos a* I =
0J 6 U  6 6 3 6 %  6 3 6 ^  J|,

Я3
Г А • 11 )cosox-sin—X 

2 я 2
36 .  X

s in -x
I 2 J

36
*x = — t_

1 X
— COS —
2 2

7 2 ’

.  11 n 1 2sin— X =  — ——  --------

2 Ж 36
A

.  n 7t .  жsm — + cos — sin —
12 12 12

, . 11 11 11 cosox • sm — x -----cos— x ■ cosox
2 2 2 • x  -------- 6------4------й----------- sm—

• 2x 2sin -

II 11 . n  1 ж . 11cos— яг sin------- cos— sin— я
12 12 2 12 12

sinJ Л-/

sin

6 12

2ЛУ
12

^имати аници интегралй мебошад
ч

Мисоли 7.4.2. Интеграли J  ~ J л/бх -  5 dx ,р0 бо формулаи роскун^а
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тацрибй \исоб кунед {п = 8). Баъд хатогии *исоби тацрибиро бо фоиз ифода 

намоед.

Зал.

*0 = 1 Уо =  V i  = 1 .о о о о

*1 = 2 Уг = л/7 = 2.6458

дг2 = 3 Уг = лЯ3 =3.6056

*з = 4 Уз = л/19 =4.3589

х4 = 5 У 4= л/25 =5,0000

= 6 у 5 = л/зТ = 5,5678

Х(, = 7 Уб = л/37 = 6,0828

*7 =  8 У» = л/43 = 6.5574

*8 = 9 У* = л/49 = 7,0000

J  = у б х -5 с Ы  = (1,0000 + 2,6458 + 3,6056 + 4,3589 +
1

+ 5,0000 + 5,5678 + 6,0828 + 6,5574) = 34,8183 

Ь^имати ающи интеграл J  = 38 мебошад. Хатогии мутлак;

5 = 38-34,8183 = 3,1817 ва хатогии нисбй баробар аст ба 

3,1817 100%
38

• * 8,37 % .

Г ^Мисоли 7.4.3. Бо формулаи трапетсия интеграли J -----  -ро то са*е*ии
I х

0,001 *исоб кунед.

5£ал. Дар асоси формулаи аъзои бок;имондаи формулаи трапетсия *осил 

мекунем: Я„(0, |Я„|

Дар ин *олат п = 10 -ро мегирем, пас |ЯШ| (^ ^ 1 .7  • 10~3 .ро хисоб мекунем:
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X о If О у 0 = 1,0000

*, = 1,1 у, =0,9091

х 2 = 1,2 у 2 = 0,8333

= 1,3 у , = 0,7692

II•"Гн Л  =0,7145

*5 = 1,5 y s = 0,6667

х6 = 1,6 у 6 = 0,6250

* II у 1 =0,5882

Xg = 1,8 >̂g = 0,5558

х, = 1,9 у 9 = 0,5262

ОсТIIоН у ю =0,5000

1,0000 + 0,5000 + j + 0 8333 + 0 7692 + 0 7 ,43 + 0>6667 + 
2

+ 0,6250+ 0,5882+ 0,5550+0,5263) = 1(0,750+ 6,1877) = 0,63377.

Маълум аст, ки цимати In 2 дар байни сар*ади

0,69202=0,69377-0,00005 ва 0,69382=0,69377+0,00005 мехобад.
7 ■

Мисоли 7.4.4. Бо формулаи Симпсон интеграли j \ x  + 36 dx -ро та^рибй
-3

*исоб кунед.

Зад. Интеграли мазкурро бо формулаи парабола (Симпсон) тацрибй *исоб 

мекунем:

У = у1х3+ 36 , п = 10. а = - 3. в = 7 А = —  = 1, й = 1.
10

х0 = -3  уд = л/9 = 3,0000 

х , = - 2  > / ,= 728  =5,2915 

х, = - 1  > - ,= 7 3 5 = 5 ,9 1 6 0
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Х3 -  0 у 3 = л/Зб" = 6,0000
х4 = 1 у 4 = V 37 = 6.0827

* 5 = 2 y s = V44" = 6,6332

*6 = 3 у 6 = ТбГ = 7,9372

Х7 -  4 у 7 = л/кйГ = 10,0000
х, = 5 y s = 7?бГ  = 12,1885
Х 9 = 6 у„ = ^252  = 15,8742

* ,„= 7 у 1в = л/379 = 19,4679

' I
+36 dx = -  [3 + 19,4679+4(5,2915 + 6 +

- i  3
+ 6,6332 + 10 + 15,8745)+2(5,9160+6,0827 +
+ 7,9372 + 12,6885) *87,6378

§ 5. Татбщи физиками ингегали муайян 

1) Лаэраи статикии камони хата качи

у  = f (x )  (а<х< b), бо формулахои 
ь ь

Мх = jydl; Му = jxdl
а а

*исоб карда мешавад, ки дар ин 40 dl = -j 1 + / 2 dx дифференсиали камони 

хати кач мебошад.

2. Ла*за*ои инертсияи камони хати качи _У=/(*), (а£х<А) бо формулахои

J x = \y -d h  J y = \ x 2dl
а а

*исоб карда мешаванд.

3. Лазраи статикии трапетсия, ки бо хати качи У -  / ( * ) ,  тири ОХ ва хат*ои 

роста х  = а , х  = Ъ маадуд аст, бо формулахои
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I  b |  A h  b

M x = -  jyds = - \y*dx) M y = jxds = \xyds
a  a  a  a

з̂ исоб карда мешавад, ки дар ин но ds = ydx - дифференсиали масо^ати 

трапетсияи качхата мебошад.

4. Лахзаи инертсияи тргшетсияе, ки бо хати качи У=Л*}, тири ох ва хаткой 

рости х=а , х=Ь маэщуд аст, бо формулгцои

Л  = \ /У dx ; J y = } х 2Л  = Jx 2ydx п
J  a  h  b

^исоб карда мешавад.

5. Координатором маркази вазнинии камони хати качи У = / ( *  ) (а < х < Ь )  

бо формулами зерин ^исоб карда мешаванд:

x  = j j x d £ ;  y  = j j y d e ,
а а

ки дар ин 40 d t  = -\j\ + у ' dx ва £ -дарозии камон мебошад.

б.Координатахои маркази вазнинии трапетсияи качхата бо формулахои 

зерин хисоб карда мешаванд:

а а  а  а

Дар кучо ds = ydx ва 5  -масохати трапетсия мебошанд.

Мисоли7.5.1. Лахзаистатикии нимдавраи у  = v r  - х 2 ( - г < х < г )  - ро 

нисбат ба тири ох ёбед. 

ф л . ^осилаи v -ро меёбем:

х  ,. I, х 2 , rdx
у *  = -  — — г ; dl = f  + т т г т г *  =л / г 2 -  X 1 ’ V г 2 -  X 1 л / г 2 -

ТгМ х = J V r 2 -  * 2 • rf X т = г f d x = 2 r
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v* у2
Мисоли 7.5.2. Ла*заи статикии цисми болоии эллипси —г  + = 1

а Ь
нисбат бо тири ох ёфта шавад.

Зал. Барои эллипс формулаи ла*заи статикиро истифода бурда, *осил 
мекунем:

yd! = y^Jl + у ' 2 dx = ^Jb 2 -  т г * 2 + х 2 dx =

Ь Г~г г Г . V a 2 -  b 2= — -  £ x ax ; e =

M , = -  Г а /я 2 - s 2x 2 dx = i2 _  (л / a 2 - e 2x 2dx = 
a * a J— a  — о

= —I a 4 a 1 -  e 2a 2 ' -+ —  arcsin £■ 
a V £

= bj b + — arcsin e

Мисоли 7.5.3. Ла*заи инертсияи нимдавараи у  = Ыг2~ х 2 (-/•< *< /•) 

нисбат ба тири ох ёфта шавад.

3{ал. Ла*заи инертсияро нисбат ба тири ох меёбем:

J x = j УЧ1 = )(г2 -  х 2 )• J l  + ; г ^ *  = г JJ r 2 - x 2dx = 2r)ylr2 - x 2dx
а -г -г О

Дар интеграли охирон гузориши x = r s in t  -ро ичро мекунем, dx-rcostcit
п п

агар х -  0, / = 0; онгох х ~ г, t = — мешавад. Бинобар ин

J t = 2 rjvV 2 - г 2 sin2 1 у cos t d t  =

"A
= r3 J(l + cos2/)c// = r 3(f + ̂ sin2/)

мешавад.

Мисоли 7.5.4. Ла*заи инертсияи камони астроидаи 

х  = a cos31, у  = asin31 , ки дар якум чоряк мехобад, *исоб карда мешавад. 

3{ал. Дар асоси симметрй будани астроид нисбат ба тарной координата
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*осил мекунем, ки Jx =Jy аст, барои *амин *ам кифоя аст, ки ла*заи 

инертсияро нисбат ба тири ох *исоб кунем:

dl = yjx',+y',dt = За sin I cos tdt

-A 3 *
J x = [ y 2dl = [a 2 sin 21 - За sin / • cos tdt = — a3 sin * / 3 з I 3 3 = — a , J ,, = — a . 

8 J 8

x УМисоли 7.5.5. Ла*заи статикии секунчае, ки бо хати роста — + ~  = I ва

тарной координата ма\дуд гардидааст, нисбат ба тарной ох ва оу *исоб 

карда шавад.

5{ал. Маълум аст, ки

У =

" ' ‘ ‘ / ' ( ' ■ ■ г ) * *  V -

Мисоли 7.5.6. Лазраи инертсияи масо^ата эллипси x = acost, j ' = 6sinf 

нисбат ба тири оу  *исоб карда шавад.
а

Зал. Ла^заи инертсияи масо^аги эллипс нисбат ба тири оу ба Jy =
-а

баробар аст, ки ds=2ydx ds = -2 a b sin2 tdt мебошанд, аз ин цо ^осил 

мекунем:

*/* *А j */г паЪЬ
Jy = 2 Ja2cos2/2a6sin2/£& = 4«3Z> [sm21■ cos2tdt =—a3b J(l-cos4/)<* = —-j—

о o  a

Мисоли 7.5.7. Координатами маркази вазнинии камони хати качи 

у  = ^ (е х + e~r) = chx
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аз нуцтаи Мр-, 0 то нуктаи В (а, с ha) ёфта шавад.

5{ад. Досил мекунем:

сИ=ф + у '1 dx = J l  + sh2xdx =chxdx

аз ин 40

а  а

I = jd l = jchxdx = sha,
О о

а  а

М у = |д dl = jxchxdx= xshx\'0 -  jshxdx = asha-cha + \
I о

asha -cha  + l , a 
x  =    a - t h — 

sha 2

Айнан пайдо мекунем:

M x = jy d l  = j ch 2xdx - 1  J(l + ch2x)dx = — + Ŝ ° , 
i „  2 0 2 4

f  + ^  a chay=- sha 2 sha 2 

Мисоли 7.5.8. Маркази вазнинии фигурае, ки бо эллипси

Ах2 +9у' =36 ва давраи х~+у~=9 ма\цуд гардидааст ва дар чоряки якум 

мехобад, ёфта шавад.

З̂ ал. Аввап лахзаи статистикиро дисоб мекунем:

м . = у  J[>'l -  * ’ ] *  = у ) [ ( 9 - * 2) - £ ( 9 - * 2)]<& = } ) ( 5 ~ | * 2) л  = 5

м У = J'АУг - y i \d x =  \ x \ j 9  -  х 2 - } y l 9 - x 2]dx = i  j x ^ 9 - x 2dx = 3
О It 3  о

Масо^ати доирае, ки дар чоряки якум мехобад ва радиусаш ба 3 баробар аст, 

ба баробар мебошад, масо^ати аз чор як *иссаи эллипсе, ки нимтиррои

он о = 3, Ь = 2 аст, ба — — баробар мебошад. Аз ин 40 масо*ати
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9я Зя Зл
фигурам мазкур о = —-------— = —  мешавад. дамин тавр, *осил мукунем:

4 2 4

" _ Му _ 4 ■ _ Мх _ 20
s л  s Зл'

Кори мусгпсшюнаи 7.1.1.

1. Барои функсияи f { x )= -J x  дар порчаи [О ;1 ] суммарен поёнй S„ ва 

болой S. интегралиро тартиб ди*ед.

2. Интеграл^ои зеринро *амчун *удуди суммаи интегралй *исоб кунед:
iu  J

a ) j 2 ’ dx 6 ) j x 3dx.
I

3. Аз таърифи интеграли муайян истифода бурда, интегрели зеринро хисоб 

кунед:

2г dx 

Г *  '

4. Интеграли муайянро *исоб кунед:
3

J— J|2—jcj dx .
0

Кори мустацилонаи 7.1.2.

1. Интегралро ба^о ди^ед:

a ) l ~ *  б ) 1 ^ -

2. Бо брии интнграли муайян худуд *исоб карда шавад:

ч .• (  п п п 1а) lim —;— — +—z---- - + ...+ —---- -
л-,х V» +1 и + 2 п~+п )

гм- (  1 2б) lim — + —  + ... +——
"-»* \ п  п п

3. Интеграл^оро *исоб кунед:
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a) j  [ j b  + }4x) ; 6) JV xdx
„ 0 X+3x+2_2

'r  dx yr
«> H -  ; г) I'gxdxx\nx

Кори мусгаршонаи 7.1.3.
1. Интеграл^ои зеринро *исоб кунед:

2.еУх >/:
a) J—jdx\ 6) j(lnx)cfx;

I х i
2 ln 2  * 3 2 • л. г ах ч ex sin2*

"’ Ь ч Г
2. Гузориши мувофицро истифода бурда, интеграл*ои зеринро *исоб кунед:

1 arcsin-Jxa) JVe* - 1 dx; б) J-
0 ,, >/*(!-*)

Кори муспиршонаи 7.2.1.

1) Масодатеро, ки бо хати качи у  =4х - х 2 ва тири ОХ мгцдуд гаштааст, 

ёбед.

2) Масо*ати фигураеро, ки бо хаткой качи у 2 = 2рх  ва х 2 —2ру мгцдуд 

гаштааст, *исоб кунед.

3) Масо*атеро, ки дар дохили хати качи ^ j  j  + ̂  j  j  = 1 ма*дуд гаштааст, 

ёбед.

4) Масодати дар дохили астроида х  = a cos3/, у  = bsin3 t ч°йгиршударо 

ёбед.

5) Масодати фигурае, ки дар дохили хати качи г ------- - ----- , (0 < е < l)
I + е cos <р

махдуд гаштааст, *исоб карда шавад.

6) Масо*ати фигураи бо хати качи г =----£— f (0<c<l) махдудгаштаро ёбед
l-t-ccos^
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1) Дарозии камони хати качи У  =*'* -ро аз ибтидои координата то нук̂ гаи 

/4(4; 8) ёбед.

_ \ (  П
2) Дарозии камони хати качи ф -  2 у + 2 ’Р° аз г ~ ^ то г = 3 ёбед.

3) Дарозии хати качи

х = —  co s3/, у  -  —  sin 3 1, (c2 = a 2 -Z>2) 
a b

ёфта шавад.

4) Дарозии камони хати качи

у = arcsin (ех) аз х = 0 то х = 1 ёфта шавад.

5) З аЧми чисме, ки дар натичаи чархзании хати качи jy=sin2 х  дар атрофи 

тири ох дар порчаи [О, я] *осил шудааст, ёфта шавад.

6) ХаЧми чисме> ки ДаР натичаи чархзании фигурае, ки бо хаткой качи 

ма^дуд аст, дар атрофи тири *осил шудааст ёфта, шавад.

Кори муста^илонаи 7.2.3.

1) Хачми чисме, ки дар натичаи чархзании астроида 

х  = a  cos31, y  = a  sin31 дар атрофи тири оу *осил мешавад, хисоб карда 

шавад.

2) Хачми дар натичаи чархзании кардиоида r  = o(l+cos^>) дар атрофи тири 

цутбии хосилшуда ёфта шавад.
2 2 2

3) Масо^ати сат*и дар натичаи чархзании астроидаи х 3 +у3 =а3 дар атрофи 

тири оу хосилшударо ёбед.

4) Масо^ати сат^и дар натичаи чархзании як арки сиклоиди 

х  = a(t -  sin / ) ,  y  = a( 1 -  cos t ) дар атрофи тири оу ^осилшударо ёбед.

5) Масо^ати сат^еи дар натичаи чархзании кардиоида r = 2a(l + cosqo) дар

Кори ыуспщвлонаи 7.2.2.
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атрофи тири цутбн росилшударо ёбед.

Кори мустакилонаи 7.4.1.

V dx
1) Бо формулаи росткунча интеграли J . -ро та(фибй *исоб кунедQ 1 т  X

(и = 8 ) ва хатогии содиршударо баро ди^ед.

г dx
2) Бо формулаи трапетсия интеграли J ■ з -ро рисоб намоед ва хатогии

„  1 + х

содиршударо ба*о диред.
х!1  I j

3) Бо формулаи трапетсия интеграли J y ^ ~ ^ sin х  (и = 6 ) 

тацрибй *исоб кунед.

Кори мустакилонаи 7.42.

1) Бо формулаи Симпсон интегралрои зеринро тацрибй фгсоб кунед :
7   12 ___________

a) JV* 3 + 32dx, б) j-Jx3 +9 dx,
- 3  2

8   10

в) jV x3 + 8  dx, г ) j ^ | x 1 +5 dx.
-2 0

Кори мустакилонаи 7.5.1.

1) Лахзаи статикии камони параболаи у 2 = 2рх, (о < х  < j )  нисбат ба хати

рости х  ~ 2  ёфта шавад.

Г х х \а е " + е а
\  у

(0  < х < а)2) Лгцзаи статикии камони хати ка^и У ~ ^ 

нисбат ба тири ох ёфта шавад.

3) Лахзаи инертсияи камони давараи х г + у 2 = R 2 )Ки дар чоряки якум 

мехобад, нисбат ба тири оу  ёфта шавад.
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4) Ла*заи инертсияи фигурае, ки бо хати качи .У2 =4ах ва хати роста X ~  а  

ма*дуд гардидааст, нисбат ба тири ох  ёфта шавад.

5) Ла*заи статикии фигурае, ки бо хах*ои качи У = X2 ва У = ^  

ма*дуд гардидааст, нисбат ба тири ох *исоб карда шавад.

Корн муслцнлонаи 7.5.2.

I) Ла*заи инертсияи фигурае, ки бо ду параболаи

, Ь 2
у~ 2 а

И  г _ Ь Ч ± _  .

Х 2 ) в<3 ^  ~ 2 а  \ 2 Х ) Ma3W 4 мебошад, нисбат

ба тири ОХ *исоб карда шавад.

1 1 1
2) Координатами маркази вазнинии камони астроиди X 3 + у 3 = а 3 ки 

дар чоряки якум мехобад, ёфта шавад.

i  I  i
3) Маркази вазнинии фигурае, ки бо хати качиX 2 +  У = а 2 ва тир*ои 

координата ма*дуд аст, ёфта шавад.

4) Координатадои нуктаи вазнинии фигурае, ки бо яке аз шохахои сиклоиди 

л: = a(t — sin t \  у  -  а(\ -  cos t) ва тири ох  махдуд аст, ефта шаванд

Ч,авоб\о 
К.М. 7.1.1

'  п “ о V « п  (=о V П

2 10 - 1  

2)а) In 2

б) Нишондод: тацсимот чунон интихоб намудан лозим, ки абсиссаи 

нуцтгщои тацсимот прогрессияи геометриро ташкил ди*анд.

3) 1п2, 4) 1,5.

237



V3 ^  г ^ л /2

К.М. 7.1.2

б) 3<J<5, нишондод: М(0) <; у, т <, / ( 2) -  1,5 .

2) а) 45°; 6)0,5, 3) а) 33 -̂, б) 1п£ , в) 1п2 , г) 0.
* О
К.М. 7.1.3

l )a )e -V ^ , 6 ) ^ j e 2 - l j ,  в) ln |  , г) 0 .

2) a ) 2- i  , 6) | .

К.М. 7.1.4

0 —» 2 )— р1, 3) 15т,  4 ) ^ л а Ь ,  5 )а )а г , 

л р 1
6) 6)

0 - е 2)3/> '

К.М. 7.2.2

1 ) ± Ц Л Г - , )  2 ) 4 - # 3 7 )  3 )4(°’ - t ‘)

4) 0,5(4+ In 8) 5)-я-2 6)— гг
8 '  Ю

КМ. 7.2.3

])TKkm2 2)l m " 3> Т да2 4 ) ^ - т 3 5)— т \105 8 '  6
КМ. 7.5.1

1) ^ [Л + 5 1 п(1+72)] 2) ^ l d l ± i )  з ) ^  4)^а4 5)0,15

КМ. 7.5.2

l ) £ z i_  2) 0,4а 3 ) | ; |  4)яа-а . 
j  5 5 6
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Боби УШ. Функсщои бисёртагйирёбанда 
§ 1. Мафхуми функсияцои бисАргагйирббадда

1. Создай муайянии функсящои бисбрпийирббанда. Со^аи муайянии 

функсия^ои бисёртагйирёбанда дар ^олати оддитарин шуда метавонанд 

мачмуи нущ-а^ои хамвории хоу , Ки дар он^о функсияи и -  / ( х ,  у)

муайян мебошад. Со^аи муайянии функсияи и -  f  ( х , у  ) шуда метавонад 

к;исми охирнок ё беохири х,амвории х о у  , ки бо як е якчанд хаткой кач 

мазухуд гардидааст. Айнан соцаи муайянии функсияи се тагйирёбанда

ягон чисм дар фазой oxyz мешавад.

Хати мувозинатии функсияи и = f ( x , y  )  гуфта хати f  ( х , у  )  =  с дар 

хамвории хо у  -ро меноманд, ки дар нуцта^ои он функсия цимати доимиро 

Кабул мекунад.

2.. Хосилаи хусусй. Хосилаи хусусй аз функсияи

u = f ( x, y ) ,

a ,  = | t a  А х ± ь . >■)-/(»■ z L / ;  ( }
Эх А*-*» Дх

меномем, ки дар ин ^олат У -доимй шуморида мешавад.

^осилаи хусусй нисбат ба У -гуфта

lim f { x , y  + b y ) - f { x , y ) _ f  / ч
_  -  J  v \Х'У1 -ро меномем.
д у  Av-»u Д х

Барои з̂ исоб намудани хосилаи хусусй рамаи коида^о ва формулами 

з^собкунии росила^ои оддй истифода бурда мешаванд.

Афзоиши пурраи функсияи и = / ( х ,  у)  дар нуцтаи М(х,у) гуфта фарци 

Дм = / ( х  + Дх, у  + Д у) — /  (х , у )  -ро меномем.

Функсияи и — f [ x ,  у )  дар нукгаи М(х,у) дифференсиронидашаванда 

номида мешавад, агар дар ин ну^та афзоиши пурраи онро чунин тасвир
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намудан мумкин бошад: A t/ = АДх + В&у+Q(p) t дар Ку^0 

Р = -jibx)1 +{ку)2 .

Дифференсиалй пурраи фенксияи и -  f ( x ,  у )  гуфта щеми асосин 

нисбат ба А X ва хати афзоиши функсияро меномем 

du  -  А А х + В А у , ки А ва В адаадои дилхо* ,буда, мувофицан ба 

д и  ди
qx ’ g y  баробар мебошанд.

Дифференсиали пурраи фу нксияи и = f { x , у)  бо формулаи

, _  ди , ди
Qx fiy У *исоб карда мешавад.

Дифференсиали пурраи функсияи се тагйирёбанадаи W=f(x,y,z) бо

, _ d w  dw dw 
формулаи dw ~ Qx Qy dz Чисоб карда мешавад.

АX

х 2 + у 2 
f ( x , y )  = —

у
Мнсоли 8.1.1. / ( 2 , - 3 )  ва / 0 <~) ёфта шавад, агар 

бошад.2 ху

3{ал. 1\имат*ои х —2 ва А=—3 -ро гузошта меёбем
1 , / л ч 2

/ ( 2;- з ) = т ( £ ) 1 = _ 1 з
2-2-3 12

у
Фарз мекунем, ки х = 1 ва у -ро ба ~  иваз мекунем ё худ

1+ 1 * .  - 2

/ О , - )  = — f ( X>y)
х 2 -1 * ^  • 2ху
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Мисоли 8.1.2. Создай муайянии функсияи 11 = arcsin — + yfxy ёфта 

шавад.
д;

Чамшавандаи якум ^ангоми -1<— ^ • ё ~ 2 й х < 2  муайян мебошад.

Намшавандаи дуюм бошад, дар холати *У * ® муайян мебошад. Ду *олат

J j c S O  Г х < О
мешавад: [ у  0 *

Бинобар ин, со^аи муайянии функсияи {-2 ̂  х  < 0;-°о £  у  < 0} ва 

(О < х  < 2;0 < у  < оо } мебошад.

Мисоли 8.1.3. Создай муайянии функсияи и  = 1п(2г2 -  бх1 ~ 3 у2 -  б) ёфта 

шавад.

}(и . Функсияи додашуда аз се тагйирёбанда вобаста мебошад ва рангами 

2z2-6x2-3y2-6>0 будан цимати зодикй цабул менамояд, ки аз ин чо

х 2 у 2 z 2
+ ~ 2 J - <-1 аст. Создай муайянии функсия он цисми фазо мебошад, 

ки дар цабат^ои гиперболоиди дуцабата мехобад.

Мисоли 8.1.4. Сатзде мувозинатии функсияи W ~ х 2 -  у 2 + z2 ёфта 

шавад.

Зал. Ма^муи сатедои мувозинатии ин функсия чунин намуд доранд:

х 2 -  у~ + z ' = С. Агар О О  бошад, он го* х 2 -  у 2 + z 2 =о конус мебошад;

агар С* 0 бошад, пас х 2 - у 2 + z 2 =С-оилаи гиперболоид^ои якцабатаро

ташкил медиз^анд, агар С<0 бошад, пас х 2 -  у 2 + z 2 = С мачмуи 

гиперболоидами дуцабата мебошад.

sin ху
Мисоли 8.1.5. Зудули функсияро здесоб кунед: 0 ~
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Хал. Барои з̂ исоб кардани ин з^удуд формулами асосии зцгдудро истифода 
мебарем:

.. sin XV 
lim  —  = lim
х  О V  у  - >  2
у-> 2

ут  ™ _ 2 L = lim y s 2
х~* 0 х ) У-* 2

Мисоли 8.1.6. Дода шудааст: и = е х +г ,ёфташаванд — ва — —
Э х  д у

Хал. Меёбем:

^  = е ^ \ х г + у г)\ = 2хе*г+у' 
дх

^ -  = е*2+г \ х 2 +у %  = 2  у е ^  
ду

у— . у
Мисоли 8.1.7. Нишон дщед, ки функсияи и -  у  х sm( —),

2 ди ди _ 
муодилаи х  + ХУ ~ Уи -ро цаноат мекунонад.

Хал.

ди у  . у -  у у
- у'1пЯ-— )sin-  + >’J' cos-(—y ),

дх х 2 х X X

ди _ * , 1 ^  ^-1 . у  У-  у  1
—  = [ух In — + — ух ]sin— \-ух COS---
ду х х  х  х х '

Дар тарафи чапи муодила гузошта росил мекунем

-+1 , -  -+1 у  - +| . у у ~+| V
- у *  In у sin * + у  х cos— + у х sm — + у* Inysm  — + у х cos— = 

X X  X X
- +| . х  -  . у  

= у х sm — = y  y x sm — = yu  
у  х

Мисоли 8.1.8. Ьуимати ^sin21,55+8е0-015 -ро та^рибй з̂ исоб кунед, дар
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вацти хисоб намудан цимати функсияи и — V sirr х + 8е} -ро ^ангоми 

.у = —«1.571 ва У=0 будан истифода баред.

_ тг
Зал. Климата функсияи U -ро ^ангоми У будан меёбем. Аз

ин^о

[ -  JsiiV ^ + 8е° -  V9 -  3 аст. Акнун афзоиши функсияро меёбем:

(Дх = 0,021,Ду = 0,015),

. , ди . ди sin2xAx + 8e lAy 8-0,015 
A u * d u  = — Дх + — Ау = ---- = = = = -  = -----------= 0,02

3* Ф 2vsin2 х + 8е‘ 6

Бинобар ин, Vs*n i,55+8e ~ ~ 3,02 мешавад.

_  Х + У
Мисоли 8.1.9. и ~ агс*% ’ - ёфта шавад.А у

Зал. Аввало ^осила^ои хусусии функсияро меёбем: 

ди _  1 - 2 у  I
ох \

\ + \ Х  +  У
2 ( х - у ) 2

* ~ У ;

ди _  1 2 у
ду

1 +
х  + у  

х -У .

г { x - y f  Х - + У 1 '

Бинобар ин,

_ ди , ди ydx xdy xdy -  ydx
U ~ d x  + д у у ~ х 2 + у 2+  7 7 /  "  " X2 + у 2 мешавад-

Мисоли 8.1.10. W = x ^ ‘ ,d w -  ёфта шавад.

Зал. Зосила^ои хусусии функсияро меёбем:
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d w  2 2г _,  d w  1 .
—— = у  zx , ——  = x  y In x  ■ 2 y z  ; 
o x  d y

d w  vi. 2
—  = x  I n  я -  V . 
dz

Бинобар ин, дар асоси формулаи 

, dw  , dw  . dw  ,
~  X + y  + 2 , Хосил мекунем:

dw  = y 2x  ■ x yis~'dx + 2 yzx  3,21 In xdy  + у 2х у*г In xdz  

§2. ЗОСИЛАИ ХУСУСИИ ТАРТИБИ ОЛЙ 

1. Хосилаи тартиби одй. ^осилаи тартиби дуюми функсияи и = f i x ,  у)  

гуфта *осилаи хусусй аз *осилаи хусусии тартиби якуми онро меномем ва 

онро чунин ифода мекунем:

д 2и _  г» ( \  д  и г* *

д^и 
ду2

Айнан *осила*ои тартиби дуюм аз функсияи сетагйирёбандаи 

W  = F(x, у , z) чунин ишора карда мешаванд:

d 2W - d 2w  -
— у  = F„ (х, у ,  z); —  = Fw (х, у , z);
ox dy

d 2w  . d 2w—  = F„b,y,zy,

d 2w  . 3 2w «

Хамин тавр, *осилаи хусусии тартиби сеюм, чорум ва гайра^ои тартиби

г=Г'„(х,у)
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n-уми функсияро здесоб намудан мумкин аст.

Дифференсиали тартиби дуюми функсияи и = f i x ,  У) гуфта 

дифференсиал аз дифференсиали тартиби якумро меномем, яъне 

d(du) = d 1u.

Айнан муайян карда мешаванд дифференсиал^ои d 3u,...,d”u ё худ 

d {d ”-Ku) = d au.

Агар функсияи и = f i x ,  у )  ^осилаи хусусии бефосилаи тартиби п-умро 

дошта бошад, пас дифференсиали тартиби n-уми ин функсия бо формулаи 

, а _  ,  д  ^  д j  „
“  и ~ ^ х  8у  U зу1С0® каРда мешавад, ки шаклан бо цоидаи 

биноми Нютон кушода мешавад.

2. Днффереясяали функсияхои мураккаби тартиби олй. Бигузор,

и = f i x ,  у ) , дар кучо х  = (p(t) ,  у  = 'F(Z) Ва функсияхои f { x ,  у ) ,

> ^ ( 0  дифференсиронидашаванда мебошанд. Он го* хосилаи

функсияи и = бо формулаи

du ди дх ди ду  
~ d f " ' d x ~ d t + ^ ~ d t  *исо6 каРда шавад-

Агар u = f(x ,y )  ва х  = (р(%,Т]\ у=ц/{^,т]) бошад, пас ^осилгцои 

хусусй чунин ифода карда мешаванд:

ди _ д и  дх ди ду ди _ ди дх ди ду 
д% дх д% ду д%' дт] дх drj ду dij

Мисоли 8.2.1. Хосилацои хусусии тартиби 2-юми функсияи 

u ( x , y , t ) =  е ху1 -ро ёбед.

Хал. Пайдарпай дифференсиронида, ^осил мекунем
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,xys

—  =  y t e xy' . ^  = x le *»- * L  = x y e * s 
dx ' dx ’ dz y  •

<*L = x y e -
d x 2 ’ d y 2 > dz2 y  ■

дги _  d 2u _  , л  M d 2u d 2u , x 
dxdy dydx ™  ; dxdt ~ d td x~  ^

^ L  = ^ L  = x (l+ x y t ) ^
dxdt dtdx '

Мисоли 8.2.2. Нишон дщед, ки функсияи и (х ’У ) = 2cos2(j> ——)

муодилаи

.  d 2u d 2u п
2 — "  н-------- = О

dx dxdy ' ро к’аноат мекунонад.

Зал. Зосила^ои хусусии дар муодила бударо меёбем: 

ди
—  = - 2 -2 c o s C F -^ )s in (y -^ ) ( -^ y  = 2 c o s ( y - - ) s in (y - - )  = sin(2у - х ) .  
ох z  2 2 2 2 *

д2и d 2u
—  = -  cos(2у  -  x ) . — —  = 2 cos(2^  -  x) 
ox dxdy

Ин хосила^оро дар муодила гузошта, х,осил мекунем:

д2и д 2и
S 7 + 5 ^  ’  “ 2 "  г ) + 2 “ s( ̂  ^  * 0 •

Мисоли 8.2.3. Дода шудааст и(х, у )  = sin х  • sin у . Ёфта шавад d 2u .

Зал. Хосилахои хусусиро меёбем:

ди . d 2u
—  = cos* sm>> . —— = -sm jr-sm  у .  
дх дх1
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д2и 
дх ду

дги
ду‘

d 2u =

= cos х • cos у .

= -Sin JC-sin у .

д , д , 
—  dx + —  dy 
dx dy

d 2u d 2u d 2u
и = — т-dx + 2 —— dxdy + — r-dy =

d x 2 ** dxy d y 2

= -  sin x  sin ydx 2 + 2 cos x  cos ydxdy -  sin x  sin у  d y 2.

Мисоли 8.2.4. u(x,y)= , дар чое, ки x  = a  cos t , у  = a  sin t аст, 

du
ёфта шавад ^  .

Зал. ^осилаи функсияи мураккабро истифода бурда, *осил мекунем:

du ди дх ди ду *2 + v2 / ч хг г / \
—  = --------+ ------ — - е  - 2x ( - a s i n n + e  у 2 j> (a cosn  =
dt дх dt ду dt

= 2ае*2+у2 {у cos t -  х sin f)

Мисоли 8.2.5. Дода шудааст и{х,у)  = 1п(х2 + у 2) , дар чое, ки X = %Т] ,

У аст. 
П

Ёфта шавад:
ди du
Э£ дт,- 

Зал. Х,осилахои хусусиро меёбем:

du ди dx ди ду 2х
77 + -

2 у 1 2

d$ дх д^ ду д£ х 2+ у 2 х 2+ у 2 г/ 

du ди дх ди ду 2х с 2 .у , ^ ч _ 2 т)А — 1
_ ■» ■> * Ъ 2 2~ ̂  *,2 '  ~*

^7  дх дг} ду дт) х + у + У  *?2 v v* +1
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§3. Экстремуми функсияи бисвргайирббанда
1. Максимум ва минимумы функсия. Мо мегуем, ки функсияи 

u = f ( M )  дар нуцати М 0 максимум (минимум) дорад, агар кимати 

функсия дар ин нукта нисбат ба нуцта^ои атрофи он капонтарин (хурдтарин) 
бошад.

Максимум ва минимуми функсияро дар якчоягй экстремуми функсия 

меноманд. Нукгаи М ь -ро, ки дар он функсия максимум ё минимум дорад, 

нуктаи экстремум меноманд.

Агар функсияи дифференсиронидашавандаи К = / ( х ,  у )  дар нуктаи

М 0{х0;у 0) экстремум дошта бошад, пас ^осила^ои хусусии тартиби якуми 

он дар ин нукта баробари сифр мешавад:

&(х.,У.) _0 Q
дх ’ ду

(Шарти зарурии экстремум). Он нуктароеро, ки ^осилаи тартиби якуми 

функсия баробари сифр аст, нуктздои статсионарй меноманд. Бояд цайд 

намуд, ки на *амаи нуктарои статсионарй нуктаи экстремум мешаванд.

Бигузор , М ,(х . , у . )  нуктаи статсионарии функсияи u = f ( x , y ) 

бошад.

„ д2Д х . , у . )  Р _ У (* .,У .)  d2f ( x „ y ' )  
Ы А ‘ - ~ 5 Г -  ■ Sxdy ■

ишора мекунем ва дискриминанта А = А С  — В 2-ро тартиб медилем.

Агар Д>0 бошад, он го* функсияи и = f ( x ,  у) дар нуктаи А/экстремум 

дорад, агар А<0 ё (С < 0) бошад максимум ва агар А>0 ё (С > 0) бошад, 
минимум.

Агар Д< 0 бошад, он го* функсия экстремум надорад. Дар ролати Д=0 
будан тадкици иловагй лозим аст.
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2. Кимати калонтарин ва хурдгарин. Климата калонтарин ва хурдтарини 

функсияро бо максимум ва минимуми функсия якноя намудан лозим нест.

Функсияи и = f  ( М ) , ки дар со*аи марками маадуди D бефосила 

аст, албатта, дар ин со*а цимати калонтарин ва хурдтарини худро ^абул 

мекунад. Ин цимат^о ё дар нуцта^ои дохилй, ё дар нущтцои сар*адии D 

цабул карда мешаванд.

Кдшат*ои калонтарин ва хурдтарини функсия чунин муайян карда 

мешаванд:
а) Нукта*ои статсионарии функсияро дар ну*та*ои дохили со*аи D меёбем 

ва цимати функсияро дар ин нуцта*о *исоб мекунем.

б) Кимати калонтарин ва хурдтарини функсияро дар сар*ади D меёбем.

в) ин кимат*оро муцоиса менамоем, калонтаринаш кимати калонтарини 

функсия мебошад ва хурдтаринаш цимати хурдтарини функсия мешавад.

Мисоли 8.3.1. Функсияи и(х,у)  = х 1 +3ху2 — 15х — \2y.po  дойр ба

экстремум тадциц намоед.
Зад. Х,осила*ои хусусиро *исоб мекунем ва система тартиб меди^ем:

—  = 3х2 +Ъу2 -1 5  = 0-
дх

—  = блу - 1 2  = 0 .А. 'ду 

\ х 2 + у 2 - 5  = 0 

[ х у - 2  = 0

х2 + 4 - 5  = 0

X
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x 4 +  5 х 2 +  4  =  О

У = -

х, = 1,х2 = 2,х3 = - \ , х л = -2  
2

Дар натича чор ну^а^ои статсионарй Р|(1;2); Рг(2;1); Р3(-1;-2), 

Р4(-2;1) -ро хосил мекунем. Акнун хосила^ои тартиби 2-юмро меёбем:

д2и
= 6х

д 2и
= 6  у д 2и

= 6х
дх2 ’ дхду ’ д у2

ва дискриминанта А=АС—1?-ро тартиб меди^ем дар Hyifra^oH 

статсионарй:

1) Pt(l;2);
о и 

~дх>
Л  =  6 А = \ д 2и

дхдУ.
Р\ =12,

А = I А

Д-36-144- -108<0, яъне дар нукргаи Pi( 1 ;2) функсия экстремум надорад.

2 ) Р 2( 2 ; 1 )  А = 1 2 ,  В = 6 ,  С = 1 2 ,  Д = 1 0 8 > 0  А > 0 .

Дар ин нуцта функсия минимум дорад. Ин минимум ба цимата функсия дар 

нунтаи х = 2 , у  -  1 баробар аст.

^min ( 2 ,1 )  =  8  +  6 -  3 0 - 1 2  =  - 2 8

3)Р,(-2;-1) А=-6, В=-12, С=-6, Д=-108<0 экстремум нест.
4) Рц(-2;1) А=-12, В=-6, С=-12, Д=108>0, А>0 

Дар ну^таи Р4(-2;1) функсия максимум дорад

Um  ( -2 , - 1) = -8  -  6 + 30 + 12 = 28 

Мисоли 8.3.2. Кимати калонтарин ва хурдтарини функсияи 

и(х ,у )  -  2х  + 4х2 + у 2 — 2ху -ро дар со^аи марками бо хаткой У=*? ва 

х  = 4 ма^дуд ёбед.

Зал. Мувофи^и цоидаи дар боло овардашуда, аввало нуцта*ои
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—  = 6xz + 8x - 2у .  ^ -  = 2 у - 2 х  
дх ’ ду

(бх2  + 8 х - 2 ;у = 0  \3х2 + 4 х - у  = 0 
аз ин 40 \ 2 у - 2 х  = 0 ^ { > > - *  = 0 ^

Зх2 + Зх =  0 Jx t = 0,х2 -  -1  

У = х  [>-, = 0 , у 2 = - 1 '

Маълум аст, ки ягонае аз ин нукта^ои Pj(0;0) ва Р2(-1;-1) дар дохили со*аи 

додашуда намехобанд. Бинобар ин, цимати калонтарин ва хурдтарини 

функсияро дар сар^ада со*а межуем.

Сардади с о дай D аз цисм^ои АВ ва АОВ иборат мебошад, ки А(-2;4), 

0(0;0) ва В(2;4) аст.

Дар кисми АОВ, У ~  х  , ы,(х)=4х + х  .

Акнун кимати калонтарин ва хурдтарини функсияи и \ (*) -ро 

дар [-2;2] мекобем:

м;(х) = 4 х ' + 8х = 0 , х = 0 , щ(0) = 0 , 

м ,(-2) = ы,(2) = 32 .

Кимати функсияи к, (х) -р0 дар нуктаи х = 0 ва охир*ои порчаи х=-2, 

х  — 2 муцоиса намуда, ба чунин хулоса меоем, ки кимати калонтарини 

функсияи и, (х) дар порчаи [-2;0] ба 32 баробар аст, (дар нук;тах,ои х = 

цимати хурдтарин дар ин порча ба сифр баробар аст, дар нуктаи Х= 0

Дар кисми АВ У = 4 , ы2(х) = 2х2 + 4х2 -  8х + 16 дар чое, ки

— 2 < х < 2 аст.

Кимати калонтарин ва хурдтарини функсияи И2(х )  -ро дар порчаи [-2;2] 

мекобем:

статсионарнро меёбем:
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и2(х ) = 6хг + 8 x — 8 , и2(х )  = 0 , дарнуцтаи

и2(-2 )  = и 2(2) = 32

Климата калонтарини функсияи uz ( x ) дар порчаи 1-2;2] ба 32 баробар

32
аст, (х  = ±2)  ва цимати хурдтарини он дар ин порча ба 16 (дарнуцтаи

_ 2
х  ~ ^ ) баробар аст.

Цимати функсияи U -ро дар цисмдои АОВ ва АВ муцоиса намуда ба 

хулосаи зерин меоем, ки дар тамоми сар^ади АОВА цимати калонтарини 

функсия ба 32 (дар нуцта*ои А ва В) баробар аст, цимати хурдтарини он ба 

сифр (дар нуцтаи 0) баробар аст.

Чй тавре ки дар боло цайд намудем, функсия цимати калонтарин ва 

хурдтарини худро дар сар*ади со*а цабул менамояд.

Дар нуцта*ои сар*адии А(-2;4) ва В(2;4) функсия цимати калонтарини 

худро цабул менамояд W = и(А)  = и(В) = 32 ва дар нуцтаи сар^адии 0(0;0) 

функсия цимати хурдтарини худро цабул мекунад и = и(0) = 0

§4.Усули квадратной хурдгарин

Усули квадратной хурдтарин дар *алли бисёр масъала^ои ицтисодй васеъ 

истифода бурда мешавад. Махсусан, *алли масъала^ои ицтисодие, ки дар он 

модел*ои математики истифода мешаванд, дар он*о барои ба*о додани 
параметрхо, усули квадратй хурдтарин истифода карда мешавад.

Дар цалли масъала*ои ицтисодй функсиянои зерин васеъ истифода 
мешаванд:

1) у  = ах + b — хаттй ,
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l '»  - 1 л .  -У — + и гиперболй,

4) у  = ае6х — нишондихандагй.

Бо методи квадратной хурдтарин параметрнои ин функсия^о бо осонй 

муайян ва баро дода мешаванд.

Мацсад аз истифодаи усули квадратной хурдтарин аз он иборат аст, ки 

суммаи квадрата фарцият^ои аслии (у) аз ннматнои наэариявии он ( О

хурдтарин бошад. ЯЪ«е t f o - J - m -
i = l

Бо ибораи дигар баён кунем, аз *амаи хаткой имконпазир районе интихоб 

мешавад, ки суммаи квадратной масофаи байни нунтанои мушоридано то ба 

ин хат хурдтарин бошанд.

Усули квадратной хурдтаринро барои функсияи у ~ а х  + Ь маънидод 
менамоем. Барои чунин ниматнои параметрнои Я ва Ъ -ро ёфтан зарур аст, 
ки фунхсияи

S (a \b )= '£ (a x / + b ~ y /) f
/=)

кимати хурдтаринро цабул намояд. Дар ин чо S-функсия аз параметрнои а  

ва Ь мебошад. Мувофици цоида барои ёфтани минимуми функсия аз он 

нисбат ба тагйирёбанданояш носиларои хусусй гирифта, ин носиланои 

хусусиро ба сифр баробар мекунем

~~  = Z 2(ах,+ Ь - у ) х ,=  О, 
да t f  

~  = Z 2(ax ,+ 6 ->',)x- = 0 . 
cb j~ |

Пас, аз баъзе табдилдининои злементарй носил мекунем:

2  )у  — ах2 +bx+b — параболй ,
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Y Jx?a + Y j x ib = ' £ x , y l
/=I 1=1 ;= 1
» ft 

Y Jx,a + nb = Y , y l -
. /=1 /=1

Системаи х,осилшуда нисбат ба а  ва b хаттй мебошад, бо метода Крамер 
*ал мекунем:

А =

п п

I > ;  Т.*, п
/=1 /=1 

п

Z * ,  и /=|

/=|
Ч<=1

Бинобар ин, система ^алли ягона дорад. Акнун муайянкунанда^ои Аа ва А4 - 

ро меёбем:

А.. =

п н
Y . x,y, i > ,
i=I /И

± У .  n
/=!
и н

X * ;  I а д  /=i /=1
я «

I > .
/ = 1 /=1

а  = — ,

/=1 /=!

и н п п

<=| /=1 /=I /=|

А

Нуцтаи ягонаи экстремум, нуцтаи (а  ; Ь ) мебошад ва бо осонй дидан

мумкин аст, ки функсияи ■S(a',b') дар ин нуцта минимум дорад.

Гуфта^ои болоро дар мисол нишон меди^ем.
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Мисол. Як гуру* корхона*о ма*сулоти якчинса исте*сол мекунанд, ки бо 

функсияи у  =  ОХ + Ь ифода мешаванд. Параметр*ои а ва Ъ -ро муайян 

кунед, агар маълумот*о дар чадвали зерин дода шуда бошанд:

I X, Y, XT X;
1 1 30 30 1
2 2 70 14 4
3 4 150 600 16
4 3 100 300 9
5 5 170 850 25
6 3 100 300 9
7 4 150 600 16

I 22 770 2820 80
Аз чадвал истифода бурда, системаи муодила*оро тартиб меди*ем:

\ l b  + 22а = 770 

[226 + 80а = 2820.

Системаро бо усули Крамер *ал мекунем:

7 22
Д =

770 22 
2820 80

= 7-80-22-22=560-484= 76, 
22 80

= 770-80 -  22 • 2820= 61600- 62040= -̂ 140,

Д.. =
7 770 
22 2820

= 7 • 2820 -  22 • 770 = 19740 - 16940 = 2800,

6 = ̂  =
Д 76

440= - 5,79, ваА  = 2800 
Д 76

Аз ин чо функсияи хаттй намуди у  -  -5.79 + 36.84л:-р о  мегирад. 

Коэффисиенти а -  36,84 маънои онро доранд, ки агар исте*соли 

ма^сулотро ба як во*ид зиёд намоем, харочоти исте^солй ба *исоби миёна 

ба 36,84 сомонй меафзояд.
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§5.Функси*кои ноошкор 
1-Халли япгаьгарббанда. Агар аз муодилаи F(x ,У) = 0 , У -ро *амчун 

функсия аз X муайян карда шавад, он го* *осилаи функсияи ноошкор дар 

*олати F'x(x,y) *  0 будан бо формулаи зерин *исоб карда мешавад:

dx F'y

Хосилахои тартиби олй дар натичаи пайдарпай дифференсиронидани 

баробарии охирон *осил карда мешавад.

2 .Холати якчанд таъгиребанда. Айнан, агар аз муодилаи F(x, у, и) = 0, и - 

ро *амчун функсия аз дутагийрёбандахои х , у  муайян карда шавад ва

Fu (х ,У,и) ^  0  бошад, пас *осила*ои хусусии функсия ноошкор бо 

формула*ои зерин *исоб карда мешаванд:

ди _  F'x(x,y.u) ди _ F'y(x ,y u )  
дх F'u(x ,y ,u )  ’ ду F„(x,у ,и)  ■

3.Системаи функсияхои ноошкор. Агар аз системаи ду муодилаи

\F (x ,y ,u ,v )  = 0 

[G (x,y ,u ,v)  = 0 ’

Ф , у )  ва *амчун функсиянои дифференсиронидашавандаи

тагийрёбанда*ои X ва У муайян карда шаванд ва якобиян

dF 8F
D(F,G) _ 
D(u,v)

ди dv 
дG dG 
ди dv

* 0 бошад,

пас дифференсиали ин функсияро аз системаи
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dF , 5F 8F , dF 
— dx +— dy + — du + — dv = 0 , 
dx dy du dv

dG , 8G dG , dG , n
— dx + — dy-\------d u н------d v -  0 .
dx dy du dv

муайян карда мешавад.

4.Экстремуми шартй. Экстремуми шартии функсияи и = f ( x ,  у )  гуфта 

эктремуми ин функсияро меномем, ки тагйирёбандах.ои х  ва У бо 

муодилаи <K*,y) = o алоцаманд бошанд.

Нустани экстремуми шартиро бо ёрии функсияи Лагранж 

z  = f i x ,  у )  + Л<р(х, у ) ,  ки дар ин 40 Я-зарбшавандаи доимии номуайян 

мебошад, ба тарщи экстремуми муцаррарй овардан мумкин аст. Шарти 

зарурии экстремуми функсияи Лагранж чунин намуд дорад:

—  в §L+  х д(р
д х

О
д х  дх  

dz _ d f  "  
dy dy  " dy

u { x ,y )  = 0 .

Аз и н  с и с т е м а  X  , у  в а  Я -р о  м у а й я н  н а м у д а н  м у м к и н  аст.

5. Хдлати параметри додашудани функсия. Агар функсияи 

дифференсиронидашавандаи и(х,у)  бо намуди параметри х = x(^ ,r j ) ,

У ~ У (€ »*1), и ~ м(£ > *l) Д ода ш у д а  б о ш а д  ва

D i х  , у  )

D  i t  ,Ц  )

d х д х
д г]

д у д у

д 4 8 П

шавад, пас дифференсиали ин функсия аз системаи зерин муайян карда 
мешавад:
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i  д х  j е  З х  ,

=  Т Г ^  +  1d r >’ot ,  dr j

d y  = j j j d 4  +  - r ~ d l l>o q  dr j  

, d u  d u  , 
а и  =  а  с  +  d  r \ .

a  77 -

Маълум аст, ки du  = pdx + qdy  мебошанд, пас аз ин 40 росиларои 

хусусиро меёбем:

ди ди
'ТГ ~ Р ва ~z~ ~ Я. дх ду

Мисоли 8.5.1. Хосилаи функсияи ноошкори у  - ро ёбед, ки бо муодилаи 

F (x ,y )  -  х у -  у* = 0 дода шудааст.

Хал. Маълум аст, ки функсияи ноошкор бо муодилаи 

F (x ,y )  — х } — у* = 0  дода шудааст.

Дар асоси формулаи дар боло овардашуда росилаи функсияи 

Fx(x ,y )  — —y  in )/ т  UT1 , Fy(x, у )  = х у In х — ху* мешавад.

dy f ’
Дар асоси формулаи ^х ~ ' росил мекунем:

dy

dx
-  у* In у  + у х у~' _  у* In у  -  ух

х у In х  -  ху  ' х у In х - х у х

з « 2 ди д и
Мисоли 8.5.2. Дода шудааст: и —ixyu=cC ; ёфта шавад: ~  ва ■

Хал. Дар ин 40 F (x ,y ,u )  = и — Зхуи — а 2 = 0 аст, пас меёбем:

6F_
дх

■■ -3  уи
5F
ду

- =  - J  хи
5F
ди

= - 3 и 2 -Ъ х у он гор
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ди _  - 3 у и  _  у и  ди _  -  3 ху  _  ху  

дх Зи2 - З х у  и г - х у '  ду Зи2 - З х у  и 2 -  ху

Мисоли 8.5.3. Аз системаи муодилахои

и + V = X + у  

хи + yv  = \

ди ди dv dv
U { x , y )  ва v(x, >0-ро муайян намуда, — , — , —  ва ^  -ро ёбед.

Зая. *арду муодиларо нисбат ба х  медифференсиронем:

ди  + dv _
дх дх

ди  dv  
и + х  —  + V —  = 0 .

дх  '  дх

Аз ин чо меёбем:

ди _  и + у  dv v + x 
дх х  -  у  ’ дх х - у ’

Айнан хосил мекунем:

ди _  у + у  dv _ v  + x  
ду х -  у  ду х - у

Мисоли 8.5.4. Экстремуми шартии функсияи и = 6 — 4х — Зу  -ро бо

шарти он, ки тагирёбандахои X ва У муодилаи х2 +)? =1 .р0 цаноат 

мекунонанд, ёбед.

Зал. Функсияи Лагранжро тартиб медицем:

z (x ,y )  = 6 - 4 x - 3 y  + Л(х2 + у 2 -1 )

Аз ин чо хосил мекунем:

5 z _ _ _
q x  д у ~  + ’ Шарти зарурй бо системаи

зерин дода мешавад:
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-  4 +  2 Я х  = О

-  3 +  2 A y

X 2 + у 2 = \ ,

ин системаро хрл намуда, меёбем:

5 ^ 3
А. = — ~  У \ -----

2 ’ 5 ’ 5

, 5 4 3

“  * " ? •

Азбаски

^ l L = 2 A = 0 ^ ?  =  2 Я 
5 х 2 ’ ax5v ’ Эу2 >пас

d 2 z  = 2A(dx2 + d y 2) мешавад.

5 - 4 _  3 2
Агар ^ ' = 2~ > * = 5’ >^; _ 5~ бошад, пас d  F  > 0 аст ва бинобар ин, дар 

ин нуцта функсияи и(х >У) минимуми шартй дорад. Агар А = — — ̂

_ _ 4  = _ 3  2
* 5 ’ 5 ®оша^ ’ пас d  F <0 аст, бинобар ин, дар ин нуцта

функсияи и(х ,у  ) максимуми шартй дорад.

Хамин тавр, *осил мекунем:

. 4 Зч ^ 16 9
и"“(- ? " 5 )" 6 + Т + 5 = 11

\ - л 16 9 _ ,
И““" 5*5 5 5

Мисоли 8.5.5. Дифференсиалй функсияи и(х , у ) , ки бо муодила^ои 

х = ^ + г1 ,У  = ^ г+т12, и = + т}1 (Е, * jj) дода шуд аст, ёфта шавад.
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dx = dS, + drj 

• dy  =  2 £jd% +  Irjdrj 

du = 3 4 2d £ + 3 i i 2di]

Аз ду муодилаи аввала ва drj -ро меёбем:

2 t f x - d y  & - 2 & Х  
2(1) - i )  ’ 2f o - £ )

Ин баробарироро дар муодилаи сеюм гузошта, росил мекунем:

du 3 ^ 2t]dx~ dy  I 3n2 d y - 24dx 6£т](4 -T])dx + 3(T]2 - f - ) d y  
2 (л ~ £ )  2 ( л - 0  2 (»у-^)

= -3£ijek + |(£+i/)<fy.

Аз ин

ди „ „ ди 3
-  ~3%'П , ^  ~ 2 мебошад.

Кори мустакилонаи 8.1.1.

1 . .  . _  х_
1. Ёфта шавад /0т> 3) , / ( —1,1), агар JK.X, У) ХУ + бошад.

^ У

. у_
2) Сораи муайянии функсияи и ~ arcsin ^  ёфта шавад.

3) Сораи муайянии функсияи w = ln(x^z) ёфта шавад.

_ 2 , 2
4) Хатрои мувозинатии фуксияи U — X + у  ёфта шаванд.

5) ХУДУДРО рисоб кунед: 1 +

Хал. Муодилароро дифференсиронида росил мекунем:

1
6. Нукгарои каниши функсияи М—j х г у 2 ёфта шаванд.



sin —

1. Хосила^ои хусусии функсияи и = е х ёфта шаванд.

2. Нишон ди*ед, ки функсияи и = 1п(х2 + у х  + у 2) муодилаи

ди ди _ 
х  ̂  + У = -ро цаноат мекунонад.

dw d w  d w  _
3. Нишон ди^ед, ки функсияи + + ~ 1 мешавад, агар

х  - у
w ~ х  + _  z  бошад.

1,02
4) Кимати arctg^ ^  тацрибй *исоб карда шавад. Хангоми э^исобкунй аз

у
функсияи М “  arctg  дар^олати х  = 1,у = 1 будан истифода баред.

5. и = sin(x2 + у 2) du  -’ёфта шавад.

6. W  =  t  У ; d w . ефта шавад.

Кори мустакилонаи 8.2.1.

д \
1) Ёфта шавад qx гq v > агаР м = + У) бошад.

2) Нишон ди^ед, ки функсияи и = (х, у) = arctg(x  + 2у)  муодилаи 

д 2и д 2и _
~дхду ~  дудх ~  'ро ^аноат мекунонад.

3. и{х,у)  = х"у  ёфта шавад d 3u .

4. и(х,  j )  = cos(x + j )  ефха шавад d 2u .

Кори мустацилонаи 8.1.2.
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6. и(х, у )  = х 2 + у 2, дар чое, ки X — ^  +TJ, у  — % —Т] аст, ёфта

д и  ди
шавандшаванд ^  . dj} .

Кори мустакилонаи 8.3.1.

1. Экстремуми функсия^ои зеринро ёбед:

а) и { х ,у )  = х 3 + у 2 -1 5 х у -

б) и(х ,у)  = (х2 + у 2) ( Г ^ +>Л)-1 ) .

2. К^мати калонтарин ва хурдтарини функсияи и(х,у) -  ху-ро дар доираи

х 2 + у 2 < 1 ёбед.

3. ^имати калонтарин ва хурдтарини функсияи

и(х, У) — * 3 + у 3 —34 у  -ро дар со^аи 0 < х < 2, —I £  у  £ 2  ёбед 

Кори мустацилонаи 8.4.1.

Мисол. Маълумотцои зерин оиди арзиши захира^ои асосй х ва даромади 

корхона У дода шудаанд:

X, 110 132 154 176 198 220 242

У, 40 43,2 52,8 67,2 64 78,4 96

Фарз карда мешавад, ки байни тагйирёбанда^ои X ва V вобастагии хаттй 

мавчуд аст, усули квадратной хурдтаринро истифода бурда, функсияи 

мушо^идавиро ёбед.
Кори мустакилонаи 8.5.1.

1. Х°силаи функсияи ноошкорро ёбед:
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о ^б) xsmj> + cos 2 у  = cos у , х = " - ?  
2

2. Зосилаи хусусии функсияи ноошкорро ёбед:

, , dz п dz  
а) х + у  + z - Ъхуг = 0 , —

У 0 Zб) z  = x  + arctg— — --------? 
z - x  ’ Зх  

х 2 у 2 и2------------------------ д и  д и  д 2и д 2ы
3- + ~Т + ~Т , ёфта шавад ~Z , ~Z . -  % , а а , а  в с * д х  д у  д х  д х д у  '

4. ]nz = x  + y  + z  — \ 1 ёфта шавад dz ва d “z ,

Кори муспщилонаи 8.5.2.

1.Функсия*ои ноошкори У(х)  ва z (х)  бо системаи муодшщои

{ xy z  = а  

х  + у  + z  = Ь

дода шудаанд, ёфта шавад: dy, d 2y ,  d 2z.

д z д z 
2. x  = u + v , y  = u - v , z  = u - v фташавад g~ "~ " ва .

M+V W—V3. х  — е , у  — е , z  = u - v t ефхашавад dz.

4. Экстремуми шартии функсияи - = cos 2 х  + cos 2 у

_ я
У ~ х  ~ будан ёфта шавад.

Чавобхо 

К.М. 8.1.1.

5 „
1 )- ; - 2  2)(-х<у<х, х>0, х<у<-х, х<0).

3) I, III, VI, ва VII-октанта^о (ба гайр аз сар^ад).

д 2 и 
д у 2

рангом»
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4) Давра*ои дохили *ам хобида бо маркази дар ибтидои координат буда;

5) а) е* , б )х 2 + у 2 =1.

К.М. 8.1.2.

ди у  у  ди 1 т ~ У 
п  =  — е *  - cos —  ,  =  — £  - COS —  
} дх х  х  ду х  х '  

4) 0,82, 5 ) 2 cos(x2  + у 2 X*dx + ydy) ,

6 ) (yzdx + xydz + xzdy).

K.M. 8.2.1.

o - - — . 3 ) f ' d x 1dy . 4 ) - C O S ( x  +  y X i f c  +  r f y ) 2 .
(Xt 6)

и du t „
5)  ---- r -  • 6) ~  -  4£ .sin 2 / oq

K.M. 8.4.1.

1 1
l ) a ) « m, „ = - 1 2 5 ,  6)Mmi„ = 0 ,2 > 2) W - - 2 ’ U~ 2 '

3) F(2,0)= 13 (max. сархадй);

F(l,])=-1 (min. сарадй).
K.M. 8.5.1.

i) • ) - £ .  « ) -i.

_ *2 - . y 2 . d z _  y 2 ~xz  
^  dx x2 - x y ' d y  z 2- x y ’ 

dz c 2x  'd z  _  c2y  d2z - c 4(b2 - y 2) 
^  8x a 2z ’dy b2z ’ dx2 a 2b2z 3 

d 2z _ c*xy шд гг cA(b2 - y 2) 
dxdy a 2b 2z 3 ’ dy2 a 2b2z 3
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4) dz = — (cfr + d y ) ;d 2z  = — ~ y ( d x 2 + Idxdy  + d y 2)

K.M. 8.5.2.

„ л ,  = i S ± ^ l dx . ±
x (  у  -  z )  x (  у  -  z )

d2z~-d2z = . a
s  (y  -  z f [iX ~ y)  + i y ~ 2)2 + (2 '  X)2 ]d* 2

6  1 d z  1

2) a* = 2 (m+v)>  = 2 (* “ v)-

3) -'dz = ~ [ Г " -  (и + v )d r + Г +1' (v -  «)<*/]

4)Zmax = i l - ^  ^анГоми x  = - — + к л , у  = ~  + kn
*■ о 8 ’

7 • 2-V2 Зл- , 5тг
n ~ r— рангоми x — — + k n , y  = ----- \-кл

l о 8
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Боби IX. К а̂торхо 
§1 Д ато р х о и  ададй 

ОДаф^умицахори ададй. Бигузор, а ь а 2, аз,...., а,,,... пайдарпаии беохири
*

ададй бошад. Ифодаи Щ+а.2 +аз , (9.1.1)
л=|

-ро, ки дар ин 40 а ь  а 2,ап, . .. ададоои доимЯ мебошанд, катори ададй 

меноманд.

Суммаи П -аъзо^ои авваларо бо S„ ишора мекунем, S„ - суммаи 

хусусии и-аъзои аввалаи цатори ададй номида мешавад ё худ S„= 

а!+а2+аз+ ---+ап
Катори (9.1.1) наздикшаванда номида мешавад, агар пайдарпаии 

сумма^ои хусусии он {$„} дар ^олати п ->°о будан худуди охирнок дошта

бошад, яъне = ^  (9.1.2)

Дар ин холат ХУДУДИ S- суммаи цатори (9.1.1) номида мешавад. Агар

беохир 6 вучуд надошта бошад, он го* цатори (9.1.2) дуршаванда номида 

мешавад.

Агар цатори (9.1.2) наздикшаванда бошад, онгох, шартй зерин ичро 

мешавад:

lim а п = 0 . (9.1.3)
п  —

Баръаксаш на хама вакт ной дорад. Агар аъзои п -  уми цатор ба сифр майл 

накунад, он го* цатор дуршаванда мешавад.

Баробарии (9.1.3) шартй зарурии наздикшавандагии цатори ададй 

мебошад.
Критерияи Коши. Барои он ки цатори (9.1.1) наздикшаванда бошад, 

зарур ва кифоя аст, ки барои ^аргуна е > 0 чунин номери N=N(e) ёфт шавад, 

ки барои хамаи n>N ва р=1,2,...., нобаробарии



2. Аломат*ои наздикшавй. 1) Агар цатори а 1+а2+аз+...+ап +...  

наздикшаванда бошад, пас цатори am+1+am+2+... ,  ки дар нати^аи 

партофтани мщдори охирноки аъзо*ои цатори наздикшавандаи аввала *осил 

шудааст, низ наздикшаванда мешавад ва баръакс, аз наздикшавии цатори 

охирон наздикшавии цатори аввала натича мебарояд.
ао

2) Агар цатори (9.1.1) наздикшаванда бошад, он го* цатори £ с а п ва

ас ®

цатори У. + 0  низ наздикшаванда мешавад, бо шарти 2 > „
п-l л-1

наздикшаванда будан.
ар оо

3) Бигузор, ду цатор X  а „ ва 2 ] Ai дода шуда бошанд ва а п < р п. Он го*
Л =  1 п=\

наздикшавии цатори наздикшавии цатори мебарояд ва
/7=1 /7=1

ОС X

дуршавии цатори X  а " дуршавии цатори X  *осил мешавад.

ичро шавад.

аз

»=1

а .
4) Агар = С Ф 0 мавчуд ва охирнок бошад, он го* Хар ду цатор 

якчоя наздикшаванда ё дуршаванда мешаванд.

5) Аломати Коши. Агар барои цатори (9.1.1) л /а  п = Ч мавчуд бошад,

он го* дар *олати q < l будан цатори (9.1.1) наздикшаванда ва дар *олати 

q> 1 будан цатори (9.1.1) дуршаванда мешавад.

6) Аломати Даламбер. Агар барои цатрои (9.1.1) -  q мавчуд

бошад, он го* дар *олати q<l будан цатори (9.1.1) наздикшаванда ва дар 

холати q> 1 будан цатори (9.1.1) дуршаванда мешавад.
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7) Аломати интеграли. Агар функсияи f i x )  дар ролати х  ^  1 бефосила
00

мусбат ва якзайл камшаванда бошад, пас натори S , дар чое, ки
Л=1

оо
а п = /(п)  аст, наздикшаванда мешавад, агар интеграли J / (x)dx(N  > 1)

N
00

наздикшаванда бошад, ва нэтори X ) а « дуршаванда мешавад, агар
«=|

J f ( x ) d x дуршаванда бошад.

8) Аломати Раабе. Агар аъзорои ратори (9.1.1) мусбат ва

lim п ( - ^ -----1) = R
а я+,

бошад, он го* дар ролати R > 1 будан ратори (9.1.1) наздикшаванда ва дар 

ролати Я < 1 будан ин ратор дуршаванда мешавад.

9) Аломати Гаусс. Агар аъзорои ратори (9.1.1) мусбат ва

а , „  и п " '

бошад е>0, |бл| <С, он го* дар ролати Х>1 будан цатори (9.1.1) 

наздикшаванда, дар ролати Х.<1 будан ин цатор дуршаванда мешавад. Агар 

Х=1 бошад, он гор натори (9.1.1) дар ролати |1>1 наздикшаванда, дар ролати 

(i<l дуршаванда мешавад.

10) Аломати Лейбнитс. Агар аъзорои ратори аломатбадалкунандаи

а |-  а 2 + а 3 -...-(-1)" ctn+. .. (9.1.4)

бо римати мутларашон якзайл камшаванда бошанд, аъзои умумии ин ратор 

ба сифр майл кунад, он гор ратори (9.1.4) наздикшаванда мешавад.
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Мисоли 9.1.1. Наздикшавии цатори / . п нишон дода шавад ва
я=1 " \П + 1 >

суммаи онро ёбед.

Зап. Касри зери суммаро чунин тасвир менамоем:

1 1 ___ 1_
п(п + 1) п п  + 1

Пас, суммаи хусусии ин цаторро чунин менависем:

с  1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 1 1 1S  ---— + - ------ н - -------h .......+  7--------7----- 1— ------- Г = | ------- 1------ 1------1------1------(-.......
1-2 2-3 3-4 ( n - l ) n  п{п + 1) 2 2 3 3 4

1 1 1 1 , 1
.......+ -----------------+ -----------------=  1 —

x j

и -1  п п п + 1 п + 1 

Аз ин чо Дар холати п —>со будан ба ХУДУД гузашта, ^осил мекунем:

l i m s „ = l i m  f i — Ц ) = 1 .
„ „ „ V  п + \)

Х,амин тавр, нишон додем, ки цатори додашуда наздикшаванда ва суммаи он 
ба як баробар аст.

Мисоли 9.1.2. Нишон ди^ед, ки шартй зарурии наздикшави барои

^  2 п -  1
цатори 2-j 1 , о ичро мешавад ё не?„ _ о J п + z

Зал: Зудуди аъзои умумиро хисоб мекунем бо формулаи (9.1.3):

2-1
Н ш  =  l i m  =  l i m  — J  Ди-»» 3/J + 2 л_)ао з + ± 3
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Шарти зарурии (9.1.3) ичро нашуд, бинобар ин, цатори додашуда дуршаванда 

мешавад.

Мисоли 9.1.3. Критериям Коширо истифода бурда, наздикшавии ратори

c o s  х  c o s  х 3 c o s  х "
— 2—  + — ~ г—  + • ■ • + —2 - р0 исбот кунед.

Хал. Чунин номери N  -ро меёбем, ки барои *амаи n ) N  ва адади

ихтиёрии р>0 нобаробарии |^'п+р ~  | <е барои дилхо* е>0 инро 

мешавад. Аз шарти Коши истифода бурда, *осил мекунем:

cosx"+l cosx , , + 2  cosx"+p 
+ ------ — + ••■ +

(п +1) (« + 2) (п + р)

cosx"+l cosx " + 2  cosx"+/’ <  --- -I----------------- --- -|-------- 1------------------— <

(n  +  1)2 (n +  2 ) 2 (n +  p )

,  1  1  1 <  _  + ---------- r +•••  +  -
(/7 + 1) ( и + 2) (n + p)

Маълум аст, ки

1 1

( n  +  р ) г к (n + p - \ ) ( n  + p )  acT’

Аз ин но пайдо мекунем:

k  I — 3—  + -------- 1-------- + . . . + ------------?-----------
I "+р П\ < п(п + Х) (п + 1)(и + 2) (п + р - ] ) ( п + р )  ■ 

Ба монанди мисоли 9.1.1. *осил мекунем:

|с  _ с I 1 1 1 _
I п + р П' п п + р < п
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Фарз мекунем, ки N — ~  аст, пас дар асоси Критерияи Коши цатори 

додашуда наздикшаванда мебошад.

°° 1
Мисоли 9.1.4. Аз наздикшавии цатори 2  7 ГГ истифода бурда,я = 1 п ( п  — I)

V  J _наздикшавии цатори Z j м 2 - ро нишон ди^ед.
п = I w

» j
Зал: Аз мисоли 9.1.1. маълум аст, ки цатори S  —7 ГГл=1 пуп — 1)

наздикшаванда аст, пас дар асоси нобаробарии

J L  1
п 2 п ( п - 1)

У  —ва теоремаи муцоисакуни *осил мекунем, ки цатори Z j 2
Я =  1 и

наздикшаванда мешавад.

Мисоли 9.1.5. Наздикшавии цатори

V  2 п + 5 
~ i x 3 п 2 -  2 п

тад^щ карда шавад.

* 1
Зал: Маълум аст, ки цатори гармоникии S  дуршаванда

я = I п

мебошад. Барои наздикшавй ё дуршавии цатори додашударо муайян намудан 

цатори гармоникиро истифода мебарем.

Дар асоси 4) пайдо мекунем:
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1- Зи2-2 и  1- 2п+5 2 
l i m

2п+5

Азбаски цатори гармоники дуршаванда аст, бинобар ин, цатори 

2 /7  + 5
2 -( т : т низ дуршаванда мебошад.п \ j  У1 L И

Мисоли 9.1.6. Дар асоси аломати Даламбер наздикшавии цатори 

п

. . .  2~
VZ.J 0 я -ро таджик кунед.

Зал: Аъзои умумии цатори а » 2  я аст’ аз ин 4° 

_ ( »  + > ) 5
а  л + 1 — j  " + i мешавад. Дар асоси аломати Даламбер \осил

п5

мекунем:

(« + 1)52" 1 , .  ; g  =  =  7  l i mw-yx Tl Z. & /;~>х
iY  1 ,1+ -  = - < 1  
п 2 '

он го^ дар асоси аломати Даламбер цатори додашуда наздикшаванда 

мебошад.

Мисоли 9.1.7. Дар асоси аломати Коши наздикшавии цатори
2 » ~ 1

2 п + 1

5 л  Зи  -  1

- ро тадциц намоед.
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Зал: Маълум аст, ки аъзои умумии цатор а » ~ 

мебошад. Дар асоси аломати Коши *осил мекунем:

f 'I . с \ 2" ~12 п + 5

l i m  л/ K b  l i m  Hi
Л -> 00 

2-i

I n  + 5 
Зи -1 =  l i m 2л + 5 

3w -1

=  l i m
 ̂2 + —^
___ «

3 - 1  
V n J

4= —< 
9

Аз ин чо цатори додашуда наздикшаванда мешавад.

Мисоли 9.1.8. Бо ёрии аломати интегралй наздикшавии цатори Дирихле

У —
,,=1 П

■ро тадциц намоед.

Зал: Функсияи / ( * )  -  ,, *амаи шартхои аломати интегралиро цаноат 

мекунонад. Бинобар ин, тадциц намудани цатор бо тадцици интеграли 

“г dx
J р оварда мешавад.



Ин *удуд дар *олати 0 < р  < 1 будан ба оо ва дар *олати р  > 1 будан ба

р -  1
баробар мешавад. Аз ин цо цатори умумикардашудаи гармоникии

1

т = 1
дар *олати р  > I будан наздикшаванда Буда, дар *олати

О < Р  ̂  1 будан дуршаванда мешавад.

Мисоли 9.1.9. Аз аломати Раабе истифода бурда, наздикшавии цатори

± п ' е 'п+р -ро нишон ди*ед.

а
3{ал: Аввало нисбати а -ро табдилдщй мекунем:

а.. =-
п \е _  (л + l) U п+1

(и + 0

п\еп
,-Л + р _  п1еи{п+1 ) ^ '  _ 1  ( п + \ 'П¥р ' '

\П+Р

1+ -

V юatM (»+l) !g"fl (n+\)len+' е {  п )  е
(« + 1 ) ^ 1

_  M ln f ln i] -1 _ ~ М+ЕЛ , - ^ Л }п1 _

= е = i +^ + o f i
п

Акнун дар асоси аломати Раабе *осил мекунем:
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R = lim w (-^ —  1) = lim w[l + —- + O (-) -1 ]  = 
a n+l »-»« и и

= lim w[——— + 0(—)] = lim[/7-0,5 + 0(l)]
Я -+ Х  ^  n - * ®

Дар ^олати P>“  будан ^атори додашуда наздикшаванда мешавад.

Мисоли 9.1.10. Аломати Гауссро истифода бурда, наздикшавии ^атори

р / 1 -»V  / |  п « уI J o  / I ' j ' 5
+ 2-4 2 .4  . g l  .......-ротадциц кунед.

а п
3{ал: Нисбати -ро меёбем:

“ л+1

а" 2 -4  -6 -” 2п
/ 1-3-5- - - (2и-1Х2и + 1)4'

_

 ̂ 2 • 4 •6  • • • 2п(2п + 2)

1 - 3 - 5 - - - ( 2 я - 1 ) У  Г 2 • 4 • 6 • • • 2п(2п  + 1)

“ «+]

/ 2« + i V  Г. I

2 ■ 4 • 6 • ■ • 2п )  ^ 1 • 3 • 5 ■ • • (2и -  1)(2и + 2)

=  1- -

2п + 2 )  ^ 2п + 2

Дар асоси аломати Гаусс, агар р > 2 бошад, цатор наздикшаванда Буда, 

дар ̂ олати р <  2 будан цагор дуршаванда мешавад.

Мисоли 9.1.11. Аз аломати Лейбнитс истифода бурда, наздикшавии 
цатори

* 2 3 п
2 2Г +Т + 3Г + 1+ "  + ' ”  -ро нишон дих;ед.

}{ал: Азбаски
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1 _  4 _ 1

I '  4 ! + l %  +
3 4

бинобар ин,

2r + T = ‘̂ J ~ ’ 32+1  3 + i  ' 4 2 + 1 4 + I ’ - acT-

I 2 3
>... мебошад.

2 2 2 + 1 32 + l 4J + 1 

Аз ин 40 шарти якуми теоремаи Лейбнитс ичро шуд.

Акнун шарти дигари теоремаи Лейбнитсро месанчем:

lim a .  - lim —  = lim — -  = Ои->х и ” 4. | н->* 1
п + -  

и

§ 2. З̂ осили зарби беохир
1. Бигузор, пайдарпаии ададоои

Р,,Р2Л,...Р,н... (9-2.1)

дода шуда бошад.

Ифодаи Р| • Р; Рз.-.Рп- .- ро досиди зарби беохир меномем ва чунин ишора 

мекунем:

Р^РгРг .....Рп.....= (9-2.2)

Носили зарби хусусии тартиби и -ум чунин навишта мешавад:

Pn = P i P2 -P3 P„ - = n P r  (9.2.3)

^удуди ^осили зарби хусусии Р„ (9.2.3) дар ^олати П—Ж  будан цимати 

косили зарби беохир (9.2.2) номида мешавад:

lim Рп — Р  аз ин 40 Р — П  Pi
И —*  ас Н = 1

И •
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Агар *осили зарби беохир (9.2.3) цимати охирноки (нобаробари сифр)-ро 

дошта бошад, он го* вай наздикшаванда ва дар *олати муцобил дуршаванда 
номида мешавад.

Агар *осили зарби беохир (9.2.2) наздикшаванда бошад, он го* 

lim Р„ = 1 мешавад./1-*х

2. Барои он ки *осили зарби беохир (9.2.2) наздикшаванда шавад, зарур

ва кифоя аст, ки цатори наздикшаванда бошад. Хосили зарби

беохири зеринро мегирем:
X

£ 0  + « „ ) =  (1 + а , ) ( 1  + « 2) • • • ( , + « * ) • • •  . (9.2.4) 

Барои он ки *осили зарби беохир (9.2.2) наздикшаванда бошад, зарур ва
эр

кифоя аст, ки цатори ' £ а „ наздикшаванда бошад.
/1=1

косили зарби беохир (9.2.2) он ва^т мутлац наздикшаванда мешавад,
от

агар к;атори а п мутлак; наздикшаванда бошад.
П-1

Мисоли 9.2.1. Кимати *осили зарби беохири

2ПК = 1 ]■
к  (к + 1 j ■ ро *исоб кунед.

Хал: Х°сили зарби беохири додашударо чунин ифода мекунем:

Я
К =  1 к (к + l)

= Л
К =  1

(у -1Ху +2) 1 4 2 5 (к -1Ху +2) 
к(к+1) г ’з ’з ' з .... к{к+1)

Наздикшавии ин *осили зарби беохирро исбот мекунем ва цимати онро 
меёбем. ^осили зарби хусуии Р„-ро тартиб меди*ем:

и -1  4 5 6 п + 2 1 / 7  + 2Р  = 1 1 1
" 2 3 4 и + 1

Аз формулаи дар боло овардашуда истифода бурда, *осил мекунем: 
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„ . .  1 п + 2 . .  ( \  2 'j 1l i m  рп =  l i m  - — =  l i m  т +
п  во п 3 „-»« 13 3п )  3 '

Аз ин ч° маълум аст, ки ?  ~ ^ мебошад.

Мисоли 9.2.2. Исбот кунед, ки (|*|<1,

(1 + хХ1+х2Х1+х4) - - ( 1 + ^ 2" ' ' ) -  = ~  аст.
1 - х

3{ал: Дар*а^и^ат Р„=(1 + х)(1 + х2)(1 + х4) - (1 + х2" *) мебошад, 

ба ( l - x )  - зарб намуда, *осил мекунем:

(1 -  х)Р„ = (1 -  х)(1 + JC)(1 + х 2 ) ( 1  + л:4) • • • (1 + х 2”- ' ) = 1 -  х 2п,

1 -  х 2"
аз ин чо меёбем: ~ .' 1 - х

Дар долати и —> со будан ба *удуд гузашта, *осил мекунем:

l i m  р» =  7 ~ -«-♦ос I Л
Мисоли 9.2.3. Аз дуршавии я;атори гармоники истифода бурда, 

дуршавии *осили зарби беохири

П  /. Г. 1U .  П  ( ,  1
J l t + ~ J  = (• + 0  + ~ J |̂ 1 + - j .......+ ~ J ...............ро нишон ди*ед.

Дал: Азбаски цатори гармоникии X  ~Г Дуршаванда аст, бинобар ин, дар 

асоси теорема^ои му^оисакунии дар боло гуфташуда досили зарби беохири

1+ j низ дуршаванда мешавад.

Мисоли 9.2.4. Наздикшавии досили зарби беохири JI, 

тад^иц кунед.

f  х2 
1-
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косили зарби беохири додашуда барои ихтиёрй цимати цайдкардашудаи X 
наздикшаванда мешавад.

§ 3. Пайдарпащо ва цатор̂ ои функсионалй
Агар ба ?̂ ар як адади натуралии п аз р?и ягон цонуни муайян функсияи

f <ЛХ) мувофщ гузошта шавад, ки дар манмуи {х} дода шудааст, пас 

ма^муи батартибгузошташудаи

f ( x ) , f2ix),f(x),...fn(x),... (9 .3 .1 )

-ро пайдарпаии функсиионалй меномем.

Функсиядои ало^идаи f„ix) -ро элементной пайдарпаии функсионалй 

меномем.

Ифодаи J}',, (х)=и\ (х)+г/2 (х) +•■■+((„ (х)+•■ • (9.3.2)
л=|

- ро цатори функсионалй меномем. Функсиядои г/и(х ) ,  (w=l,23, -) аъзо^ои 

в;атори функсионалй номида мешаванд, ки дар ма^муи {*} муайян карда 

шудаанд. Дар ин ^олат ма^муи {х } со^аи муайянии цатори (9.3.2) номида 

мешавад.

К,айд мекунем, ки омузиши к;атор*,ои функсионалй бо ом^зиши 
пайдарпаи^ои функсионалй монанд мебошад.

Таърифи 9.3.1. Пайдарпаии (9.3.1) наздикшаванда номида мешавад ба

функсияи f(x)  дар мачмуи {■*}, агар барои *ар як цимати гирифташудаи 

х о е \х } пайдарпаии ададии f i x a) , f2ix.),-~Jnix*),-- ба адади fix ,)  наздик 

шавад.

Таърифи 9.3.2. Пайдарпаии функсионалии (9.3.1) ба функсияи f ( x) дар

мачмуи {*} мунтазам наздикшаванда номида мешавад, агар барои *аргуна 

280

CC J
%ш. Азбаски ^атори ^  2 наздикшаванда аст, бинобар ин,



£ >0 чунин номери N(e) (аз £ - вобаста, вале аз х  -новобаста) ёфт шавад,

ки дар *олати п >N{s)  будан нобаробарии \ fn№ ~ /(?$<& барои *амаи х

- до якбора ичро шавад.

Таърифи 9.3.3. К,атори функсионалии (9.3.2) дар ма^муи {*} 

наздикшаванда номида мешавад ба функсияи S( *), агар пайдарпаии

суммахои хусусии он {S „ ( X ) } наздикшаванда бошад, льне

П
limiS'„(x)=5'(x), (s « W  ~  2  м*

я-г* ^  = ̂

Таърифи 9.3.4. ^атори (9.3.2) ба суммаи худ S(x) дар манмуи {х} 

мунтазам наздикшаванда номида мешавад, агар пайдарпаии суммахои 

хусусии он „ ( X ) } дар ин ма^м^ъ ба S( х ) мунтазам наздик шавад.

2. Аломат^ои мунтазам наздикшавя. 1) Аломата Вейерштрасс. Агар 

аъзо^ои цатори (9.3.2) бо цимати мутлацашон аз аъзо^ои цатори адади
х  °с

X  а к- зиёд набошанд, он го* аз наздикшавии цатори ададии а  >
к >  I к  =  I

мунтазам наздикшавии цатори функсионалии (9.3.2) дар ма^муи {х} *осил 

мешавад.

2) Критерияи Коши. Барои он ки цатори (9.3.2) дар мачм^и {*} мунтазам 

наздикшаванда бошад, зарур ва кифоя аст, ки барои *ар гуна х >0 чунин 

номери N( е  ) ёфт шавад, ки дар *олати п > N(s)  будан нобаробарии

| ^ W - 5 „ ( x ) |< 8

барои р>0  - натуралй ва *амаи х £ {х} якбора ичро шавад.

3) Агар пайдарпаии функсия*ои бефосилаи {/„ ( х ) } ба функсияи /(х) дар

порчаи [а;6] мунтазам наздик шавад, пас f(x)  х,ам дар [о; Ь] бефосила 

мешавад.

281



Агар *амаи аъзо*ои цатори (9.3.2) дар [а; Ь] бефосила бошанд ва цатор 

дар ин порча мунтазам наздикшаванда бошад, он го* суммаи цатор S(x) *ам 

дар [а,Ь] бефосила мебошад.

4) Агар пайдарпаии функсиянои бефосилаи {/ „(* )}  дар порчаи [а;А] ба 

функсияи /{*) мунтазам наздик шавад, пас

■г X
j f A O d t  ба j f i O J t

■та

мунтазам наздик мешавад, барои ихтиёрй х о е  \p\b\

Агар цатори (9.3.2) бо аъзо*ои бефосила дар порчаи [я; b\ мунтазам 

наздикшаванда бошад, он го* баробарии

^  (t)dt чой дорад.
*« *=| Д'(|

5) Агар цатори (9.3.2) бо аъзо*ои бефосила ва дифференсиронидашаванда дар
00

порчаи [а\Ь] наздикшаванда бошад ва катори 2  и к ( х ) дар
К = I

мунтазам наздикшаванда бошад, он го* суммаи цатор S(X) дар ин порча 
дифференсиронидашаванда аст ва дар ин сурат баробарии зерин чой дорад:

s ' o o  = 2 > ; w .
I

6) Агар *атори функсионалии (9.3.2) дар атрофи ягон нук;та мунтазам 

наздикшаванда бошад ва агар H m “* М  = (k = 1- 2,3.......) бошад, пас цатори
т - * * 0

X
у садади к наздикшаванда аст.
К = 1

Мисоли 9.3.1. Нишон ди*ед, ки функсияи *удудй, пайдарпаии

f  < \ _ пхфункси*ои бефосилаи J ,Л Х) ~ * j г  низ бефосила мебошад.1 + п х
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х

lim /„  (х ) = lim — пх. = lim ----------- = О
п->® п->» I 4. п  X  и->"  * ■> ’

- у  +  Х '
п

яъне /(^)=0аст барои *амаи х  -*о. Бинобар ин, функсияи *удудй *ам барои 

*амаи X -*о бефосила мебошад.

Мисоли 9.3.2. Наздикшавии к,атори функсионалии

Хал. Пеш аз *ама функсияи лудудиро меёбем:

4 - х  | Ц  4 - х  V | I2 ’ 4 - х  V 1 Г 4 - х  + .....+
7х + 2 )  2 п - \ \ 1 х  + 27х + 2 3 \ 1 х  + 2 )  5 

дарну1{га*ои х  = 0 ва х = 1 таджик; карда шавад.

Хал. Дар нукгаи X = 0 *осил мекунем:

2 + - 2 2 + - 2 3 + ---Н— -— 2" н—
3 5 2 п - \

Аломати Даламберро татбщ намуда, *осил мекунем:

,  I
„ 2"+|( 2 я - 1 )  . 2/7-1
° ■ I™ "i-w+ny г̂гг'21.”! 171

п

Азбаски D>1 аст, бинобар ин, дар ин *олат цатор дуршаванда мебошад.

Акнун дар нук;таи * = 1, *осил мекунем:

1 1 1 1 1  1 1 ----(. — . —_  — . —_  + . . . + ----------- —i—(. . . . 
3--3 З 2 5 З 3----------------2 п - 1  3"

Дар ин чо

1 1  1 1
м.. =  ---------- —  =

2/7 -  1 3" ’ я+1 2 п + I З и+| аст’ 

аз ин 40 пайдо мекунем:

П _ 1- У { 2 п - \ )  1 2п - 1 1
I1? !  (2я + | )3 " +| 3 I1? !  2/7+1 3
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Азбаски D<1 мебошад, дар асоси аломати Даламбер цатор 

наздикшаванда аст.

Мисоли 9.3.3. Со*аи наздикшавии цатори 

1 1 1  1 

l + x 2 + l + x 4 + l + x 6 + " ' + l + x 2” + ' "  ёФт « -

Хал. Агар М  <1 бошад, пас и „ ~  И™ " 17 =  ̂ аст.r * 1 1  П —> X Ц —Г 00 |

Аз сабаби он ки и п ^  ® дар асоси шарти зарурии цатори додашуда 

дуршаванда мебошад.

Агар |*|=1 бошад, он го* цатори дуршавандаи 

1 1 1  I
--- 1-----1---+ ........Ч------h.....„ по
2 2 2 2 р

*осил мекунем. Вадар*олати |*|>1 будан чунин ба*о меди*ем:

1 1 1 1  1 1
1 + х 2 V  ’ 1 + х 4 < х 4 1 + х 2" < х 2"

Натори прогрессияи геометрии беохир камшавандаи 

1 1 1

X- х 4 X 6 X 2”

наздикшаванда мебошад. Яъне дар *олати |*|>1 будан цатори додашуда 

наздикшаванда мебошад. Хамин тавр, со*аи наздикшави цатори додашуда 

1*1 >1 мебошад. Аз ин 40 мебарояд, ки цатори мазкур дар интервал*ои 1< х 

<+со ва -со< х  <-1 наздикшаванда мебошад.

Мисоли 9.3.4. Со*аи наздикшавии цатори функсионалии

V  С -1)"*1 
к  п • 3 '\ j (x  + 2 ) ” ’ X *R’ Х>-2 ёфтаШавад'

Хал. Дар асоси аломати Коши *осил мекунем:
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Дар ин ^олат натори додашуда наздикшаванда мешавад, чункй ~ /■ ■■■... .
3 "V X “t* 2.

<1 мебошад. Аз ин 4 0  меёбем: Зл/Т+2>1,9(х+2)>1, 9 х >-\1, х >- J1 .  

Дар ^олати Л = ~"Г' будан цатори аломатбадалкунандаи ^  ( - 1)"+| — -р°
У и =  | ^

1

Носил мекунем, ки дар асоси аломати Лейбнитс наздикшаванда аст. ^амин 

тавр, со^аи наздикшавии цатор ниминтервали
17

~ ~ ; +0° J мебошад.

Мисоли 9.3.5. Бо ёрии аломати Вейерштрасс нишон ди^ед, ки цатори 

функсионалии

sinx+4rsin 2  2х + Д -sin3 Зх+.... +-^sin" пх +...... 
2................. З3........................ п-

дар интервали (- а>; + » )  мунтазам наздикшаванда аст. 

Хал. Азбаски 1 • »—г-sin пх 
п

1
S  2 наздикшаванда аст, бинобар ин, цатори додашуда дар асоси 
я=1 п

аломати Вейерштрасс барои дилхон х  мунтазам наздикшаванда мешавад.
х. |

Кдгори S  Т  барои катори додашуда цатори можаранти мебошад. 
и = I и

Мисоли 9.3.6. Сох,аи мунтазам наздикшавии цатори функсионалии 

"  X я
_ _ ёфта шавад.
«=| п



Зал. Пеш аз з а̂ма со^аи наздикшавии ин ^аторро меёбем. Дар асоси 

аломати Даламбер з^осил мекунем:

D = lim
Я->00

а/7+1

Wlim 1_
1 :Ы< 1.

й->к V, W + 1 у

Со*аи наздикшавии цатори мазкур интервали (-1;1) мебошад. Дар сар^ада^ои

^  1
ин интервал к;атор наздикшаванда мешавад, е худ к;атор^ои 2 ва

п  -  1 п

( -  1)"
Zu 2 наздикшаванда мебошанд. Хамин тавр, цатори додашуда
П ~ I Я

барои цимат^ои |* | <1 наздикшаванда аст. Азбаски р  | <1 мебошад, бинобар

ин, -  2 мешавад. Пас дар асоси аломати Вейерштрасс цатори

Е х
Т  дар порчаи [-1; 1 ] мунтазам наздикшаванда мешавад.

и = 1 п

Мисоли 9.3.7. Мунтазам наздикшавии пайдарпаии функсионалии

{ / „ ( * ) } =  {*"} дар порчаи 0; тадцщ карда шавад.

Хал. Дар асоси таъриф пайдо мекунем:

/ ( х )  = lim f„ (x )  = lim х" < lim — - = 0
п -у X  Я —►ОО « - > 0 0  у "

Азбаски S lip  {х }— —0 мебошад ва lim —  = 0 аст, бинобар ин,

паидарпаии мазкур дар порчаи 0 ; — 
2 мунтазам наздикшаванда мебошад.
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X 2
Мисоли 9.3.8. Ёфта шавад 1'™ Z  i , „*-»* „=| I + п

Дал. Азбаски S U p 2 2 ~ 2 ва цатори 2
—-Х<ДГ<Х '•  п = |

наздикшаванда аст, пас дар асоси аломати Вейерцгграсс цатори додашуда 

мунтазам наздикшаванда мешавад. Аз тарафи дигар,

lim — * „ , = lim * *
I + aj2* 2 jr-k°° 1 , 2  n 2 аст.

—г + и  
х ‘

мебошад. Дар асоси хосияти цатор*ои функсионалй дар зери сумма ба *удуд 

мегузарем, яъне

l i m  I  = Z  =x—>oe x—\ * ^ X n-\ 1 T  П X n~\ YX

Мисоли 9.3.9. Нишон ди*ед, ки аъзо ба аъзо дифференсиронидани
00

цатори S  arc^S Y  имконпазир аст.
и = 1 п

х
имко

X
3{ал. Функсияи arctg —  (п=1,2,3,...) дар *олати \х | <оо бефосила ва 

дифференсиронидашаванда мебошанд. Илова бар он, цатори аз *осила*ои ин
сг 2

V  пфунксия*о тартибдодашудаи Z j 4 г мунтазам наздикшаванда
п = \ п + ■*

мебошад дар (-°о;оо). Он го* дар асоси хосияти 5° цатори мазкурро аъзо ба 

аъзо дифференсиронидан мумкин аст.

§ 4.1̂ агодоои дарачагй 
1.1̂ атори дарачагй ва содаи наздикшавии он. Натори функсионалии 

намуди

а0 +а1(х-х0) + а2(х-х0)2 + --- + а„(х-х0У +•■•  , (9.4.1)
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ки дар ин ч° а о'>а 11а 2 ’"-'а >п---ад,а11х,ои доимй мебошанд, натори дарачагй 

номида мешавад.

Дар *олати хи = 0 будан натори дарачагй чунин намудро мегирад:

«о + а \х  + а  2х1 + + а „х " + ••• . Хосияти асосии натори дарачагй аз 

он иборат аст, ки агар вай дар нуцтаи к = а  наздикшаванда бошад, пас он

барои ихтиёрй нимати х  , ки нобаробарии | * - x 0|< |a  ~ х 0\ -ро *аноат 

мекунонад, наздикшаванда мебошад. Барои натори наздикшаванда интервали 

наздикшавии | x - x 0|<R мавчуд аст. Дар охир*ои интервали наздикшавй

^атори дарачагй рафтори гуногун дошта метавонад. Дар як *олат 

наздикшаванда, дар *олати дигар дуршаванда шуда метавонад. Адади R -  

радиуси наздикшавии натори дарачагй номида мешавад. Дар *олати хусусй 

радиуси наздикшавии натори дарачагй ба сифр ё беохир баробар шуда 

метавонад.

Агар R=0 бошад, он го* натори (9.4.1) фанат дар нунтаи 

наздикшаванда мебошад, агар R=co бошад, он го* к;атори (9.4.1) дар тамоми 

тири адади наздикшаванда мебошад.

Барои ёфтани радиуси наздикшави к;атор*ои дарачагй аз аломат*ои 
Даламбер ва Коши истифода бурдан мумкин аст.

Радиуси наздикшави R бо формула*ои зерин *исоб карда мешавад: 

а
1 R = lim

а (9.4.2)

(9А5)

2. Хосият*ои асосии нзтор*ои дарачагй. 1) Суммам натори дарачагй дар 

дохили интервали наздикшавиаш функсияи бефосила мебошад.

2) Агар радиуси наздикшавии натори (9.4.1) R>0 бошад ва х нобаробарии 

|*| < R -  ро *аноат кунонад, он го* натори (9.4.1)-ро дар порчаи [0; * ] аъзо 
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ба аъзо интегронидан мумкин аст. К,атори дар нати^аи интегронй ^оислшуда 

низ радиуси наздикшави R -ро дорад.

3) К,атори дарачагй (9.4.1)-ро дар дохили интервали наздикшавиаш (-R; R) 

аъзо ба аъзо дифференсиронидан мумкин аст. К>атори дар натачай 

дифференсиронй ^осилшуда радиуси наздикшавии цатори авваларо дорад. 

Мисоли 9.4.1. Интервали наздикшавии цатори даранагии

Е  з (х  + 8 ) _ едед
и = |  п

3{ал. Дар ин 40

П + 1 /  * ч

(и + 1)
мебошад. Дар асоси аломати Даламбер \осил мекунем:

т(х + *У

D  = lim
«-♦к

= lim (х + 8 )3я+3 и* = lim |х + 8|
я + 1

= X + 8 '
(и + 1) 2(х + 8)3"

|х + 8 |5< 1, (л- -ь8 | < 1, - 1<х+8< 1, -9<х<-7 

Рафтори цаторро дар охир^ои порча месанчем. Дар >;олати Х=-9 будан 

у  (~~ О"
цатори Z j 2 дар асоси аломати Лейбнитс наздикшаванда мебошад. « = 1 ”

V 1Дар холати X — —1 будан цатори 2 носил мешавад.
и =i п

Наздикшавии ин цаторро таджик; менамоем. Барои ин аломати интегралиро 

истифода мебарем:

Й  = lim [x~2dx = 1 i rvi (—- ) f  = lim (—-  + 1) = 1.
X 2 /> -«  f  e i i  x  * ft

Аз ин 40 маълум мешавад, ки цатори Z j 2 наздикшаванда мешавад.П = 1

Хамин тавр, со^аи наздикшавии цатори додашуда порчаи [-9;-7] мебошад.
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х х 2 х 3 Xя
Мисоли 9.4.2. Наздикшавии натори | , + ^  + ~зГ+ + ~я!" + таджик;

карда шавад.

Хал. Барои *ал намудани ин мисол аломати Дапамберро истифода 
мебарем. Маълум аст, ки

1 1а = —  а
n l ’ "+1 (п  + 1)!

R -  l i m - ^ -  = Jim -—̂—— = l im— —— = lim Г—!— \  = 0. мелОШ1Г1
"->* а п+1 «-**(и + 1)! »->* и!(и + 1) ^ yi 1 /  мебошад. 

Бинобар ин, натор барои нимати ихтиёрии х наздикшаванда мебошад.

Х 1
Мисоли 9.4.3. Наздикшавии цатори Л  ~  ~ I ) * ” .р0

11 = 1 П

таднин кунед.

Хал. Наздикшавии ин цаторро бо ёрии аломати Коши месан^ем. Аз ин 40

(х  -  1)”(и+1)

П

I х — I |х -  11"+1 (О, агар \х -  l l z i
К = lim d ----------------= lim -̂------- ----- = i

V n" »->* n 00, агар \x -  l l> 1 a ’

*амин тавр, дар *олати \х  Ч <1 будан натор наздикшаванда ва дар *олати

|х -  1|>1 будан натор дуршаванда мешавад. Со*аи наздикшавии натор [0;2] 

мебошад.

Мисоли 9.4.4. Аъзо ба аъзо дифференсиронида, суммаи натори

Х 3 + 5 ё<̂ та шаваД-

Хал. Дар асоси аломати Коши радиуси наздикшавии натори додашуда 

ба як баробар мебошад. Дар асоси хосияти дар боло овардашуда цаторро дар
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дохили интервали наздикшавиаш аъзо ба аъзо интегронидан мумкин аст. 

Наторро дифференсиронида, носил мекунем:

1“ * 2 + х * “ " ‘ " Т + х 7

*арду тарафи баробарии охиронро интегронида, носил мекунем: 

х 3 х 5
* ~ у  + ~j: -  arctSx  + С  Бигузор, х = 0 бошад, он гон С=0

мешавад. Дар охир носил мекунем:

х 3 х 5
х -------+ ----------- --  arctgx

3 5

Найд мекунем, ки дар охирнои интервали наздикшавй ин цатор

наздикшаванда мебошад. Бинобар ин, дар асоси хосияти 1° суммаи цатор дар

порчаи [-1;1] функсияи бефосила мешавад. Азбаски функсияи arctgx дар

порчаи [-1;1] функсияи бефосила мебошад, бинобар ин, баробарии охирон

барои намай х е [ -  1 ;1 ] ной дорад.

Кори муспиилонаи 9.1.1.

1. Суммаи цаторро ёбед:

1 1 1  1 v ----4-——у-----+ ' " +  ■ +•••
а) 1-3 3-5 5-7 (2w-l)(2m+l) ’

2/1 + 1
б) L Z T 7 ~Л=1 п (и + 1)2 -

2. Аломати муноисакуниро истифода бурда, наздикшавии цаторнои 

зеринро тадниц кунед:

V   ̂ у  1
a ) Z j  и ^ л > б) A j  -у» , .я- \ П J я_0 ^ . 1- |

3. Бо ёрии аломатнои Коши ва Даламбер наздикшавии заторной зерин 

тадоп? карда шавад:
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1 3  5 2/1-1
Я * 2 *  ф у

б) 2 +
Я Ч 0 -.....

Кори мусгаршонаи 9.1.2.

1. Аломати интеграли Коширо истифода бурда, наздикшавии цэтор^ои 

зеринро таджик намоед:

® | ас j
а) 2 - Г,-----  , б) 2а — :— ]-----.

/1=2 /? v  m II 7~г « I n  п

2. Аломати Рааберо истифода бурда, наздикшавии цатор*ои зеринро 

тадциц намоед:

Y  3 " я ! ^  р {  р  + \ ) ■ ■ ■ ( р  + п + \ )  I
a) L  к , б) 1а  — ~т.и = I « я = 1 W! /I

3. Аломати Гауссро истифода бурда, катори

ч -ро тадки*кунед.
1 • 3 • 5 • • • (2/7 -  l ) V  

h {  2 - 4 - 6  ( 2 « )  ,

4. Наздикшавии цатор*ои пломатбадалкунандаи зеринро таджик; кунед:

1 1 (—I)"- '
а) 1----+ -------- + -— -—  + •

3 5 2 / / - I

, 1 1 н г '1------1-----------1------ ------1----
6 1  4 9 п-

Кори мустацилоиаи 9.2.1.
X ]

1.Наздикшавии *осили зарби беохир ~ 2 ) -ро нишон ди*ед ва

Кимати онро *исоб кунед.
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гг1. Исботкунед, ки ^осили зарби беохир " ,  cos 2 " наздикшаванда аст

sin х
ва к;имати он ба ~ баробар мебошад.

2. Аз цатори гармоники умумикардашуда истифода бурда, наздикшавии
а> 1

*осили зарбибеохири { 1 ,^  + к  « ) -ро таджик; намоед.

Кори муспирыонаи 9.3.1.

1.Создай наздикшавии цатор*ои функсионалии зеринро ёбед:

1 1 1 
+ •, •;— —т  + • • ' + — г ~ г + • • • •

a>jcJ + l  2 2( jc2 ч - 1)2 п 2( х 2 +\ ) "  

1 1 1
I + -----+ ------+ • • • Н----------1- • •

* 2 х  З х  пх

2. Наздикшавии цатори функсионалии

Зх + 1 
х 2 + х  + \

Зх+1  V  (  Зх + 1 )
^х2 + х  + 1)  VX2 +X + 1,

+ .

дар нуцта^ои х = 1 , х  = 2 ва х = 3 тададщ карда шавад.

3. Со^аи мунтазам наздикшавии цатор^ои зеринро ёбед:

^  sin х
a) L  2 ;

я=| "

2х + 1 \ ( 2 x  + l ) 2 l ( 2 x  + \ X  I ( 2 х + \ У
6>T7T+2l77Tj + а{т ^2) +....+W{T^2) +....•

4. Мунтазам наздикшавии пайдарпаи функсионалй f n (х) = X -  X ,р0 

дар порчаи [0;|] тадциц кунед.

Кори мустакилонаи 9.3.2.

1. Аъзо ба аъзо интегронидани цатори
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1 л 1 1 COS X + — cos 2 x  + —- c o s  3 x  + ■■• +  cos nx  + 
2 2 2

дар порчаи
Л_ Л

4 ’ У мумкин аст ё не?

2. Мунтазам наздикшавии цатор^ои зеринро дар асоси аломати 
Вейерштрасс нишон ди*ед:

^  sin пх
a) 2~i (-оо<х<оо),

Л = 1 ^

cos  ̂ fix
V  Ь Т Г ? - -

3. Нишон ди*ед, ки к;атори

х 2 Xs х"
Х + ----+ -----+ •'• + ----- - +• • •

2 4 2

дар интервали (-2,2) гайримунтазам наздикшаванда мебошад.

4. Катори s‘n x  + ^ T s*n ^  + p " s' n y  + ‘"  + ^ r sin “  + "  -poab3o6a 

аъзо дифференсиронидан мумкин аст ё не?

cos х cos 2 л: cos x
5. Натори + j, + 2 \ + ‘‘ + (w_ i ) !  + -Р° дар порчаи

[а  , 6 ] аъзо ба аъзо интегронидан мумкин аст ё не?

о ( \ _  V  S‘n т
6. Нишон ди*ед, ки функсияи й ) ~  з бефосила аст ва дар

П=\  ”

интервали - «х  х  <<х> дорой *осилаи бефосила мебошад.

Кори муспириюнаи 9.4.1.
1. Интервали наздикшавии цатор*ои зеринро ёбед:

2 ” In 2« х  "
Я) t i ,  (2  и )!  ; б) i t  п • 2 * ■

2. Наздикшавии каторгой зерин таджик; карда шавад:
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V  (*  -  О "  у  5 " * "
а) 2-1 о » > б) Z -  •» « ! • * ■  Я=1 " •

3. Аъзо ба аъзо дифференсиронида, суммаи цатор^ои зеринро ёбед:

■Я х  Я

а ) Е ихИ' ' ,  (N<1); б ) ^ " ! - , (W<1).
11=1 И = 1 п

^{авобяр

КМ.9.1.1.

1. а) 0,5. 6)1.

2. а) наздикшаванда. б) наздикшаванда.

3. а) наздикшаванда. б) наздикшаванда.

К.М.9.1.2.

1. а) дуршаванда; б) наздикшаванда.

2. а) дуршаванда; б) q>p , наздикшаванда.

Р
3. наздикшаванда, агар ^  + Ч >1.

4. а) шарган наздикшаванда. б) мутлац наздикшаванда.

КМ.9.2.1.

sinx
1. 0,5. 2. 3. а  > 1, наздикшаванда, а  <1 дуршаванда.

КМ.9.3.1.

1. а) -со<х<со. 6) 1<х<°о.

2. Дар нуцта^ои Х=1 ва х=2 дуршаванда, дар нуцта^ои Х=3 наздикшаванда

3. а)- схКхСоо. б) [-1.1]

4. Мунтазам наздикшаванда.
КМ.9.3.2.

1. Мумкин. 2. а) мунтазам наздикшаванда. б) мунтазам
наздикшаванда. 4. Мумкин 5. Мумкин.
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КМ.9.4.1.

1. а) -оо<х<®; б) |*| = 2 ;

Х<х<00.

1
3. a) (J _  х у  ; б) - 1 п ( 1 - л ) .

2. а)-1<х<3; б ) -
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Боби X. Интегралхои дукарата ва секарата 

§ 1. Интегралхои дукарата

1. Маф^уми интеграли дукарата. Интеграли дукарата аз функсияи 

бефосилаи f { x , y )  дар со^аи ма^дуди D ^амвории х о у  гуфта, ^удуди

охирноки суммаи интегралии I I  / ( х п у к )ДХ'Ауь -ро меномем ва онро
/  к

чунин ишора мекунем:

lim  = \[f{x,y)dxdyt (10.i.l)
max д « ,-><).nsi.N Avt  -»'» г к  I)

ки дарин so A*/ = -r/+i ~ xi>Ayk —Уi+i ~Ук мебошад.

Интеграли дукарата дорой чунин хосиящои асосй мебошад:

1) { f t/ .(x , y )±f2{x,y)]dxdy = j f / ,  (x, y)dxdy ± Я л  (x,y)dxdy.
n i) о

)dxdy = С JJ f(x,y)dxdy (С-доимя);
о i>

3) Агар со^аи интегронй D ба ду со^а Di ва D: -чудо шуда бошад, пас

JJ f(x,y)dxdy  = JJ f {x,y)dxdy  + \ \ f (x , y )dxdy  аст;
i) о, »г

4) Агар т< f(x,y)<M бошад, он го.%

т S < JJ /'(x ,y)dxdy < M- S  аст ки
О

дар ин ч° ^ '  масодати со^аи D ва т , М -мувофицан цимати 

хурдтарин ва капонтарини функсияи / (х, у) дар со^аи D мебошанд.
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Интеграли дукарата аввало ба интеграли такроря оварда мешавад ва 
пас аз он *исоб карда мешавад.

Бигузор, со*аи интегронй D  бо ду хати рост 

А', = а, х, = b (a <b)  ва аз поён ва боло бо хаткой ка^и суфтаи

У \ =<Р \ ( Х ) ,  У г =(Рг(х ) махдуд карда шуда бошад, шарт мегузорем, 

ки ин хаткой кан бо хаткой рост яктогй нуцтаи бурриш доранд. Дар ин *олат 

интеграли дукарата бо формулаи зерин хсисоб карда мешавад:

л <(>. (л)

fy {x , \ ty xd y =  Jc/x Jf{x,y)dy. (Ю.1.2)
и  a  ^ ( . v )

V>2tJT)

Аввало интеграли дохилй \ f  (А'5 У^У  *исоб карда мешавад, ки дар
Р|<*>

ин холат X -доимй хисобида мешавад.

Бигузор, со^аи интегронй D  аз поён ва боло бо хатхои роста

У\ ~ С' У2 = d  ва аз чап ва рост бо хат*ои качи бефосилаи

л'| ~ л’: = У* 2 (У) махдуд гашта бошад, ки ин хат*о бо хатхои рост

яктогП нуцтаи бурриш доранд. Дар ин холат интеграли дукарата бо формулаи 
зерин хисоб карда мешавад:

</ V'itO')
] \ f {x ,y )d xd y= \dy  j f ( x , y )d x .  (10.1.3)
I )  с  V tC y )

V 2 (.1' )
Дар ин чо аввало интеграли дохилй \ f ( x >y)dx  ^ сод 

ва У -доимй шуморида мешавад.

карда мешавад
V I (.V)
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Дар *олати хусусЯ, агар (о, (х) = с ва <р2 (•*) = d  шаванд, он го* со*аи 

интегронй росткунна мебошад ва аз (10.1.2) хосил мекунем:

ь I/
\lf{x,y)dxdy= \dx\f{x,y)dy.  (10 л 4)
О а с

Дар *олати умумй бо ёрии чудокунй со*аи интегронй бо якчанд со*аи 

дар боло овардашуда нудо карда мешавад.

2. Иваэ наыудани тагйирвбавда дар интеграли дукарата. Агар аз 

тагйирёбанда*ои Х>У ба тагйирёбанда*ои u,v  гузарем, бо шарти

X = <p(u,V)  ва У = ty(u,v)  бефосила ва дифференсиронидашаванда будан, 

он го* интеграли дукарата чунин навишта мешавад;

\ \ f i . x , y ) d x d y  = JJ f [ ( p { u ,v ) , y /  (m ,v )] |7 (u,v) \dudv t (ю .1.5)
f) Д

/ ( « , v )  =
ки дар ин но

А -со*аи тагйирёбии м в a v  -мебошад.

Дар *олати хусусй дар интеграли дукарата аз системаи координатаи 

декаргй ба системаи координата цутбй гузарем:

x = rcosq>, y  = rsin(p,

он го* формулаи гузариш чунин намуд дорад

J J  f{ x ,y )d x d y  = J J / ( r  cos ф>г sin (p)rd<pdr. (Ю.1.6)
D Д

d x dy_
d u d и
d x d y
d v d v
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Мисоли 10.1.1. Интеграли Л Л ydxdy  _р0 ^исод кунед, агар со.\аи
D

интегронй росткунчаи 0 < х < 4. 1 < у  < е  бошад.

Дал. Барои *исоб намудани ин интеграл аз формулаи (10.1.4) истифода 
мебарем

4  с  4  2

JJv In ydxdy = Jxt/x J In yd y  -  jx (y  In у  -  _y)|j dx = [ e l n e - e  + 1]— £  =
D 0 1 0  ' 2
= [c-e + l]-8 = 8

Мисоли 10.1.2. Худуд^ои интегралро бо ду тарз муайян карда, *исоб

I
кунед. агар со*аи интегронй D бо хат*ои З' _  ~ ~  ва Х — 2 ма*дуд

х 2
карда шуда ва f  У) ~  ;2 бошад.

Дал. Дар асоси формулаи (10.1.2) *осил мекунем (тарзи 1):

W ^ x d y  = = W - i  Jx2( - I  + x ]&  = )(хг - х ) ь  =
У  I !  -v  1 V У x j  | \  *  J  ,

2V  = 4 -  —- -  + -̂ = 4 - 2 -  —+ — = 2 + — = 2,25.
II Л  1 0  А О  А  ’

X X'т~т 4 2 2 4 2 4

Акнун барои *алли ин мисол формулаи (10.1.3)-ро тадбиц мекунем (тарзи 2):



< /

v M .v ) = — , У ^  1 
У 2

Ч/2( у )  = 2,  у / , ( > )  =  у ,  1 £  у  < 2

С’ с != 2 .

л .'г ,V i  У ;  i V l 3 У  i-v Ь '

yA ^ -J lv-  -8

N . V„ з\.л. \( о , Л V g ,Лdy+'(% y ) d y _ i  8 1
i U  3y: Jy2 \ 3  3 ) y 2 |\3 y 2 3v-  у ,U v- 3.

Jv=

_8___I_

'Зу

л /  ,1
jl +

J  2

1 - У
3v 6

8 1 16 16 8 4 8
i —I---- 1-----1---------+ -----------1— i

3 12 3 \2J { 6 6 3

\ \  27
-  = —  =2,25
6 J 2
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Мисоли 10.1.3. Интеграл *исоб карда шавад, агар со*аи интегронй

л  л
квадрата ,0 < ^ ^  —) ^  / ( х ,у )  = cos

Хал. Дар асоси формулаи (10.1.4) *осил мекунем:

Т  Я
4 .  ~4

2 х  + s in 2 у  бошад.

JJ (co s2 х + s in 2 y)dxdy  = Jdx  J(cos 2 x  + s in 2 y ) d y  =

я  я  к

= jcbrj^cos2+ 1 jiy  = jj^cos2+ j c - Sin̂ y  ĵ cbc=

я  2 я  \
= II —cos x  + --------\dx =

4 8 4

8 I 4 2
Я  Я  7 t

+ Т ’? _ Тб

я {  1 . „ W w  1
— x  н— sin 2x  + --------|x
S {  2 J U  4

я 2 я_ я 2 я  _  я 2
32 + 16 + 32 ” Тб ~7б"

*
I4 =1о

дукаратаи

Мисоли 10.1.4. Ба системаи координата чутби гузашта, интеграли

кунед, агар D  чоряки доираиJjV * +У dxdy  _р0 ^nC05

х 2 + у 2 < а 2 бошад.

Хал. Дар асоси формулаи (10.1.6) пайдо мекунем:

— *
____________ 4 а  ____ |  4 а

)]у /х2 + у 2dxdy = \dq> J y r 2 cos2 <p + r 2 sin2 <p rdr = — J r 3 |aoty> =
D  0 0 J  0

_  a 3 17 _  я 3 я  _  лиг3 2

“ T l ° “ T ' 2 “ T r '
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Мисоли 10.1.5. Интеграли дукаратаи ||^А + У^ dxdy  ро ^исод

карда шавад, агар D  квадрати бо хаткой Х  + у  = 1, X — у  — 1 , 

Х  +  у  =  х  у  =  1 ма*дуд гашта бошад.

Дал. Гузориш мекунем: х  + у  = и,  х  — у  = v аз ин 40

у ) ,
1

У = 2
(и - v ) . Он го* якобиан

дх дх 1 1
ди dv 2 2 1 1 1 1 1 1 1

ду_ 1 1 2 2 2 2 4 4 2

du dv 2 2

худ и =  2 мешавад. Бинобар ин,

J J ( x + } 0 3(x  -  у ) 2 dxdy = — JJ u i v 2dudv .

Со*аи Д-*ам квадрат мебошад.

Формулаи (10.1.5)-ро истифода бурда, интеграли додашударо *исоб 

мекунем:



1. Хисоб намудани масо^ат. Аз хосияти интеграл^ои дукарата маълум 

аст, ки масо^ати фигура^ои хамвор бо ёрии инетграли дукарата бо осони 
>;исоб карда мешавад.

Масох,ати фигурам хамвор бо формулаи:

5 = Я  ( 10.2. 1)
п

Хисоб карда мешавад.

Агар со^аи D  дар хдмворй бо нобаробари^ои О < X < Ь,

<Pi(*) -  У -  <?2(-v) муайян карда шуда бошад, он гох (Ю.2.1)-ро чунин 

навиштан мумкин аст

Ь P j  (л')

S ^ \ dx  \d}'  (10.2.2)
и <р,(д:)

Агар сохаи D  дар системам координатам цутбй муайян карда шуда 

бошад, он гох масохат бо формулаи

Р rAv)

5  = \ d(P \ rdr а <(р < P , r x( ( p ) < r  < r 2((p),  (Ю.2.3)
а г, («.)

Хисоб карда мешавад.

2. Хисоб намудани з а̂чми чисм. ХаЧми чисми силиндри аз боло бо 

сатхи бефосилаи УС*» У) ва аз поён бо хамвории z  = 0 ма)узуд кардашуда, 

ки дар хамвории хоу сохаи D  -ро ч у д о  мекунад, бо формулаи

§ 2. Татбщи интеграли дукарата

У = Я  y ^ dxdy  , (10.2.4)

3 0 4



3. Дисоб кардани масо*ати сат*. Агар муодилаи сат*и суфта ба намуди 

z =  f ( x , y )  дода шуда бошад, пас масо*ати ин сат* бо формулаи

*исоб карда мешавад, ки дар ин 40 D  -проексияи сат*и додашуда дар 

*амвории хоу мебошад.

Агар муодилаи сат* ба намуди параметри x = x (u , v ) ,  

у  = y ( u , v )  z  = z  ( и  , v )  дода шуда бошад, он го* масо^ати сат* бо 

формулаи

S  = JJ V EG -  F 2 dxdy ( (10.2.6)
т

*исоб карда мешавад.

*исоб карда мешавад, ки дар ин 40

дх дх ду ду dz  dz

мебошад-

4. Татбщи физикавии интеграли дукарата. Маркази вазнинии лав*ачаи 

*амвории D, ки зичиаш Р -  Р ( х , у )  мебошад бо формулаи

х<3=1 7  Я x P (<x ^y')dxdy  , У ъ ^ 4 т  \ \ y p ( x , y ) d x d y  (102 7)м  D М р
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*исоб карда мешавад, ки дар ин 40 х  0 , у  0 -координата*ои маркази вазнинй 

мебошанд ва

М  = JJ p ( x , y ) d x d y аст.

Агар лавха як^инса бошад, он го* Р ( Х , У )  — С — c o n s t  мешаваад. 

Ла*заи статикии чисм нисбат ба тир*ои ох ва °У бо формулами

зерин

М * = Я y p ( x >y)dxdy , М у = \ \ x p ( x , y ) d x d y  (ю .2.8)
»  D

*исоб карда мешавад.

Ла*заи инерсияи тасмачаи D  нисбат ба тир*ои координатаи ОХ ва 
оу бо формулами зерин

J x ~ \ \ у 2p { x , y ) d x d y  J  у = ^ x zp ( x , y ) d x d y  (Ш29)
D D

*исоб карда мешавад.

Ла*заи инертсияи марказшитоб бо формулаи

= \ \ x y p ( x , y ) d x d y  (10.2.10)
D

*исоб карда мешавад.

Ла*заи инерсия нисбат ба ибтидои координата бо формулаи

J o = J J  ( ^ 2 + y 2) p ( x , y ) d x d y  (Ю.2.11)
i)

*исоб карда мешавад.
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Мисоли 10.2.1. Масо^ати фигурае, ки бо хаткой х  = 4 у -  у 1 

X + у  = 6 махдуд карда шудааст, з̂ исоб карда шавад.

Хал. Аввало координатами нуцта^ои бурриши ин хат^оро ёфтан лозим 
аст. Барои ин системаи зеринро з̂ исоб мекунем:

1х = 4 у - у 2_^ \ б - у  = 4 у - у 2 _ ^ (х ,  = 4 ,ух =2  

] х + у = 6  ]х + у = 6 1х2 = 3.^ 2 = 3

з а̂мин тавр, нукга^ои бурриши ин хатз̂ о чунинад: Л(4;2) ,  В (3,3)  Аз

(10.2.1) истифода бурда, з^осил мекунем:

3 Ь-у: 3 , 3
S = f y x d y = ^ d y  J  dx= ^ х ^  dy= f a y - у 2 -6+y)dy=

I* 2 6~y 2 ' 2

Мисоли 10.2.2. Масоз^ате, ки бо лемнискатаи (х~ + > ’’ )* = 2а ' х у  

маадуд гаштааст, ёфта шавад.

Хал. Аввал муодилаи хати качи додашударо дар системаи координатаи 

Кутбй менависем. Дар нати^а з^осил мекунем:

г 2 = 2a 2 sin в  ■ cos в  = a 2 sin 20 

Пас, дар асоси формулаи (10.2.3) з^осил мекунем:

Я
4 oV sin 29 %  -  " /

S = 4 j d d  j  rdr -  2 J r 2 d9  = 2 Jo 2 sin 2 9 d 9  =
0 0 0 0
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4

=  2 a 2 J s m l a d d  -  - 2 a
2 CO S 2 0 ■> _ 7t _ 2 

  = - a  co s2 — + a~ cosO = a

Мисоли 10.2.3. Да^ми чисме> ки бо сат*и

у = х 2, у  = \, x + y + z  = 4, z - 0

маадуд карда шудааст, ёфта шавад.

Хал. ^исми додашуда силиндри вертикали мебошад, ки бо *амвории

х о у  > ки бо параболаи У ~ ^ , хати роста у —1 махдуд гаштааст, и*ота карда 

шудааст.

Формулаи (10.2.4>ро истифода бурда, хосил мекунем:

| 1Гу

V = jdy  J (4 -  х  -  y)dx = J
0 -Jv

4 х - ~ ---- ху
2 Ц/7

1/
= J Syfy-2y

0\

зл ^16 3
dy =

2 -
- y 2 - . 2 - - y l  
j  5

5 Y
= 4

1 14 -----
3 5 j  15

68

Мисоли 10.2.4. ХаЧми Чисме, ки бо сат**ои z  — 4 — х 2 — у 2 Ва 

2 z  — 2 + х 2 + у 2 мавдуд гаштааст, ёфта шавад.

Хал. Хачми чисми додашударо *амчун фарни *ачми ду чисм ёфтан 
мумкин аст:

V = V, -  V2 = JJ(4 -  л:2 -  y 2)dxdy -  — JJ(2 + x 2 + у 2 )dxdy =

= ■ у 2) dxdy
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Барои осон шудани *ал ба системаи координатаи цутбй мегузарем: 

х  = г cos <р , у  — г  s in  (р , dxdy  = rd  (pdr мешавад.

Аз баробари*ои z = 4 - х 2 - у 2 Ва 2z = 2 + х 2 + .у2, z -рохорич 

намуда *осил мекунем: х 2 + у 2 = 2 . Аз ин 40 

Z2 = 2 , z  = ±V2 , 0 <§7< 2Я’ аст.

Бинобар ин,

“2* ' 3 2fT A-2 r M  3 2Г, 3 ,2*

Мисоли 10.2.5. Масо*ати цисми конуси 2 = Vх + У~ , ки бо силиндрй

X2 +  у 2 =  2х ма*дуд гаштааст, ёфта шавад.

Дал. Муодилаи конусро дифференсиронида, *осил мекунем:

d z _______х  d z _______ у

дх -yjx2 + у 2 ’ дУ J x 2 + у 2

Со*аи интегронй доирае мебошад, ки бо давраи £  + У  ~'^х  ма*дуд 

гаштааст. Он го* дар асоси формулаи (10.2.5), *осил мекунем
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Дар баробарии охирон ба системаи координатам кутбй гузашта, пайдо 
мекунем

гг/2 2 c o s 0  - х /2  ir/2

S = V2 Jt/в j  г dr = 2л/2 — J r2|oC°s dG = 2л /2 - |4cos 29 d 6  =
-nfl 0 

гг/2

= 2V2 J(l + cos 2e ) d d  = 2V2
1 \  *

0  + —sin20 I2 - 4 b t -
2 J lc

Мисоли 10.2.6. Масо^ати цисми фигурам X — rC0S(pt у  = г  sin t 

z =  ф , 0<r<a, 0<ф<2л ёфта шавад.

Хал. Дар ин мисол ба чои тагйирёбандах,ои и  ва V тагйирёбанда^ои 

Г ва <Р омадаанд. Барои з̂ алли ин мисол аз формулаи (10.2.6) истифода 

мебарем:

x ' = c o s  ф у x <p=~z  sin^), 

y .= s in p ,  y l/!= zcos< pi

4 = 0 ,  =  1/

Аз ин 40 меёбем:

е =(х 'г)2 н у 'г)2 + ю 2 = i, c = ( x ; ) 2 + 0 ' ; ) 2 + ( z ; ) 2 = r 2 + ^ ,  

^  + у \  ■ y'v + z'2 ■ z ’v = -z c o s  q> • sin (p + z sin (p ■ cos (p = 0.

Ифода^ои ^осилшударо дар (10.2.6) гузошта, *осил мекунем:

S =  j d t p j ^ r 2 + h 2dr = к  r^jr2 + h 2 + h 2 In(f + yjr2 + h 2 )]|* =

=  n
\
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Мисоли 10.2.7. Координатгцои маркази вазнинии фигураеро, ки бо эллипси

i L _ + Z _ = 1  
25 9

х  у_ _ .
ва хати роста у  + "J" “  1 ма*дуд гаштааст, ёбед.

3{ап. Аввал масо*ати ин фигураро меёбем:

5  5 ^  -------------------- Э  '

S - f y x d y = ^ d x  |  d y -  J l - v 2 5 - x 2 - 3 + - х
О О ^  0 5

Он го* аз формулаи (10.2.7) истифода мебарем

Г  4 4 '

ix-

— , л | 2 5 -  — + 25 
15(яг-2)1 2

10
3 ( * - 2 ) '

Айнан У о -ро меёбем:

Уо

Г

<-э

л

= — .— ---- f(5 x -x 2)/x = ------— г
15(тг-2)-25 • Г  125(яг-2)

5л:2 1 
2 3

12 (125 125
125(яг-2Д 2 3 J п - 2

Мисоли 10.2.8. Ла*за*ои статикии лав*ачаи якчинсаи- бо хат*ои 

7  -  х 2, х  + у  = 2 ва. у  = 0 ма*дудгаштаро *исоб кунед.
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Дал. Азбаски лав^ача якчинса мебошад, бинобар ин, зичии он 

р{х,у) = 1 мешавад.

Аз формулами (10.2.8) истифода мебарем:

I 2-v
М * = [\УР(*>У)<МУ = \ \ У ^ У  = \ydy \dx  =

D  О  0

1 =
10 3 5 _  15

М у  =  Ifxdxdy =  \dy j_xdx = \тЯУУ =

,i И 
12-

_ 4 w  = l L  
Пас x _ j 5 ,  у  J2  мебошанд.

* ^Мисоли 10.2.9. Ла*заи инертсияи фигурае, ки бо хаткой “  + -  1, 

дг = 0, у  = 0 ма*дуд гаштааст, нисбат ба ибтидои координата ёфта шавад.

Дал. Формулаи ла*заи инертсияро нисбат ба ибтидои координата 
(10.2.11) истифода мебарем:

a  b

J 0 = \{x2 + y 2)p{x,y)dxdy=^dx J(x2 + y  )dy =
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- у у + \ у '  Г ’л - 1
-(о-х)

- { а - х ) х 2 + ~ ( а ~ х ) 3 
а З а

|“ _  abjft2 +Ь2) 
1о~ \2

§ 3. Интеграли секарата

1. Маф^уми интеграли секарата ва зртсоб кардани он. Интеграли 

секарата аз функсияи f ( x , y , z ) гуфта *удуди охирноки суммаи

Z  ' Z ' L f ( x i>yj>z k)AxiAy j ^ z k -ро дар *олати калонтарин аз
> ) *

Дх, , Ayj t  Az t ба сифр майл намуданро меномем ва чунин ишора мекунем: 

И Ш  = \ \ \ f ( x , y . z ) d x d y d z
max ^ - > 0  j j  к  ( Г )
max b y  ̂ 0  
max A z k -> 0

дар ин чо ^  -з^ачме мебошад, ки дар он функсияи f  ( х  > У > 2 ) дода 

шудааст.

Бигузор, V -параллелопипеди рост бо теплой X, < X < х 2

у х < у < у 2 ва z | < z  < z 2 бошад. Он го^ интеграли секарата бо 

формулаи

№ ^ . у ,  z)dxdydz  = ^dx ^dy  j / ( x ,  y , z ) d z
(>') *1 V| i|

}(исоб карда шавад.

Агар >;ачми ихтиёрии V -бо нобаробари^ои Xt < X й  Х2,

313



-  У -  У2 (x ) . z i (*> У) — z  — z 2 ( д:1 У)  муайян карда шавад, ки 

дар ин 40 >,(*) , У2 0 0 , z \ (x,У), z 2 (х>У) -функсия*ои бефосила 

мебошанд. Он го* интеграли секарата аз руи *ачми V чунин *исоб карда
мешавад

\ \ \ f ( x , y , z ) d x d y d z  = J dy \>f { x , y , z ) d z
*\  •Vl ( j r )  Г̂| ( J T .v )(*•)

(10.3.1.)

Агар X = x(<Z ,T],£),  у  = y(<Z,i],4), z  = z(<Z,Tl,t;),

дода шуда бошанд, он го* чунин формулаи иваз намудани тагаирёбанда дар 
интеграли секарата 40Й дорад:

Я ]f[x,y,z)dxdydz= ' (10 3 2)
II') (Л)

А е , п , 4 ) =

дх дх дх
дц з ?

ду ду
дг] д£,

dz dz dz
dt] d t

*  о

Дар *олатн хусусй агар ба координата*ои сферикЯ

х = г sin в  cos <р, у  = г sin в  cos <р, z = г cos# гузарем, он го* *осил

мекунем:

\ \ \ f ( x , y , z ) d x d y d z  =
И

314



'ft в2_ r2 
= ysmQdQ  j r 2/ ( ?' c°s в  cos <p,rs\x\Qs\n(p,rcos9)dr

<n $

2.Тагб1ЩИ интеграли секарага. Х,ачми чисми Т  бо формулаи

V = JJJ dxdydz (10 3 4)
( ? )

*исоб карда мешавад.

Агар зичии чисми Т, р  = p(x ,y , z )  дода шуда бошад, он го* массаи 

Чисм бо формулаи

М  = Я И *’у ’ z ) dxdy dz  (10 3 5)
(г)

*исоб карда мешавад.

Координата*ои маркази вазнинии чисми Т  бо формулами

х°= i f  \\lxpdxdydz < Уо= i f  JIf ypdvfrb ,

z„ = j - \ \ \ z p d x d y d z
M  T  (10.3.6)

*исоб карда мешаванд.

Дар *олати хусусй, агар р = 1 бошад, он го* формула*ои (10.3.8) 

чунин намудро мегиранд:

-о = ^  Ш xdxd>>dz , у» = i f  Iff ,

z ° = i r  Щ zdxdydz • <1ол7>
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J  * =  J J J  ( У 2 + z 2 ) dxdydz
т

J y = \ \ \ { x 2 + z 2) d x d y d z ^  ( ig38)
Т

J . = JJJ ( х 2 + y 2)dxdydz
7

дисоб карда мешавад.

Мисояи 10.3.1. Интеграли секарагаи j j j ( x  + у  + z)dxdydz  _р0
г

ЛИ с об кунед, агар V- параллелопипеди V  = [0, о; 0, Ь; 0, с] бошад.

Хал. Аз формулаи (10.3.2) истифода бурда, з^осил мекунем:

a h  с

z)dxdydz = ^dx jdy  j(x + у  + z)dx =
Т О О О

= a\ dx\ dy{ x z + y z + y ) f o = ] л | ( с х +СУ + \ ° 2 У у  =

= “id i^ cx y + ^ y 2 + f - y  I* =  j j f c x  + b 2c ±  + h e 2jc/y =

Лшраи инертсия нисбат ба тарной координата бо формулами зерин:

(  x 1 1 , ,  1 ^
ov 2 2 2 ,= (1 bc—  + —b 2cx +—bc2x  I = — abc(a + b + c \J 7 7 7 lo о v r2

Мисоли 10.3.2. Интеграли секарагаи ^  ~ J J J  x У* zdxdydz _p0
O' )

Лисоб кунед, агар ^ачми V бо нобаробари^ои 0 < х < 1, 0 < ^ < Х ,  
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О < z  < ху муайян карда шуда бошад.

Хал. Дар асоси формулаи (10.3.1) *исоб мекунем:

I X ху

V = |  dx^dy  J x 3>,2zdz = Jdx J x 3y 2 - z 2 |Jc/>> - -J< &  J x 5 у 4 dy =.
0 0 0 0 0

1 1 x "  ,1 1

' о 0

= —  f x 'V x  = 
10 j 10 11 10 110

Мисоли 10.3.3. Ба системаи координатаи сферикй гузашта, интеграли 

J -  JJJ х 2dxdydz _р0 ^исоб кунед, агар V- кураи х 2 + у 2 + z 2 < R 2
)

бошад.

Хал. Ба системаи координатаи сферикя гузашта, дар асоси формулаи 

(10.3.3) *осил мекунем:

я  2 г

/  = j£j>r2 ■ г 1 sin 3 в  cos 2 (р drd <р dB = J sin 3 в  d в  Jcos ‘ d <р J г*dr =

R*_*
10

Jsin3 O d d

nR5 Г cos3 в

q> + ̂ sm2(p  

V  4яЯ5

г* nR5 * / \
-  J(cos2 0 - l)e ? (c o s0 )  = .

• C O S 0  =JC5 1 3  J'° 15

Мисппи 10.3.4. Интеграли секаратаи

J  = JJJ -\j x 2 + у  2 dxdydz
(и >

2 _  2
-ро *исоб кунед, агар со*аи интегронй бо сатздои х~ + у  -  z ,

ма*дуд бошад.
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Дал. Чисми у- бо сат*и 2 -  Vх " + У~ ва цисми *амвории Z — 1

ма*дуд гаштааст, ки сояи он дар *амвории Оху доираи X2 + у 2 < 1 

мебошад.

Акнун ба системаи координатаи силиндрикй мегузарем: 
x = pcos(p, y  = pcosq>, z  = r.

Пас, интеграли секаратаи додашуда чунин *исоб карда мешавад:

J(p,<p)  = pdcpdp , X =  р  COS <р , у  =  р  sin  (р , Z =  Г.

J J J  y j  X 2 + у 2 dxdydz = f d p f p 2d p f d z  =
O ')  0 0 р

I
= 2тг \ р 2( \ - p )d p  = 

il 6

2 2Мисоли 10.3.5. Да^ми чисме, ки бо сатздои z  — х  + у  , 

z  = 2x2 + 2 y 2, y  = x , — X ма*дуд гаштааст, *исоб карда шавад.

Дал. Аз формулаи (10.3.4) истифода бурда, *осил мекунем:

1 I 2(.r2 + r )  1 I
V  = Jdx jd y  J dz = fdx J (x2 + y 2)dy =

о X 2 x  2 + y 2 0 X 2

oJl  0\  3 3 J [ з  5 7 - 3 >  3 5 21 105
Мисоли 10.3.6. Масссаи пирамидаи бо *амвори*ои координата ва

дамвории X +  у  + Z = 1 ма*дудгаштаро *исоб кунед, агар зичиаш

Р(х, у, z) — х  + у  + z  бошад.

Дал. Дар асоси формулаи (10.3.5) пайдо мекунем:
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м  -  JJJ (x  + у  + z)dxdydz  = [dx  [d y  J (x  + у  + z)dz  =
f  О О О

I l - . т  I -  x  -  .V

I \ -x

о о
x z + y z + ^ t " ' d y  = Jdx J (x + y \ \  - x - ; ' ) + ^ ( l  - x - y f dy=

[ d x ] x + y - x 2 - 2 x y - y 2 +  ̂ -(l - x - y f dy =

i

I
y 2 •> •• УЪ  ̂ (л Vxy + * r - x - y - x y  - — - - Q - x - y )
L j o

dx

J x(l -  x) + ~  (l -  x )2 -  X2 (l -  x ) -  x(l - * ) 2 - 1 - 1 ( 1 -  x f  

- i  J(l -  x - 1  + х )гЛх + ~  J(l - x f  dx =

d x -

*! . i l - i f t - xv  - i + ± ( i - , ) < - J - o - x j c f
* ^  7 3 4 2 6 4 12 1,4 'o2 3 6

= i -  i  = -L
_ 24 + 6 ~ 24

24

Мисоли 10.3.7. Координатами маркази вазнинии чисме, ки бо 

*амвори*ои X = 0 , z = 0 , у  = 1, у  = 3, х + 2 г  = 3 мгцдуд карда 

шудааст, ёфта шаванд.

3{ал. Аввал *ачми чисми додашударо меёбем:

з з
V = f j j  dxdydz = J d x  [ d y  J  dz -  [ d x  J -- - - -  dy  = 4 ,5
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Он гсц дар асоси (10.3.7) хосил мекунем:

з з 2 3 3

х о = -  W\xdxdydz = -  \xdx \d y  J dz = -  \xdx l ^ d y  =
(Г) y 0 1 0  У о I ^

= f  J*(3 -  = I ,

У о = -  fffydxdydz = -  Jife jd z  = -  jdx  J^(3 -  x)dy = 
(7*) 0 I 0 ^ 0 1

= ^ J (3 -x )c fr  = 2 >

3-ж
3 3  2

z 0 = — JJJzdxdydz = — Jc/jc Jcfy j z d z  = 0,5
^ (П ^ 0 1 0

Мисоли 10.3.8. Лаз^заи инерсияи чисми якчинсаеро, ки бо сатз^ои 

Z  =  X  + у , ЛГ + ,У =  ± 1 ) X + у  = ±1, Z  = 0 маздуд карда шудааст, 

нисбат ба тири oz муайян кунед.

Хал. Дар асоси формулаи (10.3.8) пайдо мекеунем:

1 I-Х x2+v
J ,  = JJJ (л:2 + у 2 )dxdydz = 4 jdx  J dy j ( x 2 + y 2)dz = 

()') 0 0 0

1 1-* 1 1-*
= 4 jdx  j  ( x 2 + y 2) 2dy  = 4 jdx  J (x 4 + 2 x 2y 2 + y 4)dy =

3 4 j

0 0 о 0

dx = 11
45
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1. Интеграли такрорй *исоб карда шавад:

a) J *  / ( * ’ + У)4У, б) ) dx  J  .
о о  о х т У

2. Интеграл *исоб карда шавад:

а) | | е COSydxdy ̂ агар £) -росткунчаи 0 < х  < л , 0 < у  < л  бошад.

Корт муста^илонаи 10.1.1.

б) 2х>' + у  )dxdy ̂ агар £) бо хаткой х  = 0 , х  = у 2, у  = 2 маадуд
и

гашта бошад.

3. Тартиби интегрониро иваз кунед:

2 2 - *  I х

а) \ f ^ y ) dy  , б)
~6 £1_| о о

4

Кори мустацилонаи 10.1.2.

1.Ба системаи координатаи цутбй гузашта, интегралдои дукаратаи зеринро 
*исоб кунед:

а)
оА V * У

dxdy ~ „2 , ..2 _ 2, агар со*аи D доираи X + у  < л  бошад,

б) JJ(*2 + y 1)dxdy  , агар D бо давраи х 2 + у  2 — 2а х  маадуд к:
1>

бошад.
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2 • ХУ X Sin - у

2. Интеграли J J  ~ dxdy  ^исод карДа шавад, агар со^аи D  бо чор
о У

. 2  _ к у  „2  _  2жу , _ , . 
парабола^ои х  — у , х  ~ , у '  = 2 х , у ~  = 4х  маадудкарда

шуда бошад.

3. Интеграл^ои зеринро ^исоб кунед:

а) JJ^X + У )dxdy  ( агар £).создай бо парабола^ои у  = х 2, у 2 = х 2
I)

мгцдудкарда бошад.

б) J J C 0 S (  х  + У )dxdy  > агар £) с0^аи go хаткой х = О, у  = 7 i , y  = х
D

маздудгашта бошад.

Кори мустакилонаи 10.2.1.

1. Масо^ати фигурае, ки бо хаткой зерин ма^дуд гаштааст, ёфта шавад:

а )  у 2 =  4 х - х 2 , у г = 2 х  б) х ъ + у ъ = а х у

2. Масо^ати он ^иссаи лемнисткатаи (х2 +.у2) =2а2(х2 -.у: )-ро, ки бо
2 *» 2давраи* + у ~ = а  бурида мешавад, з̂ исоб кунед.

3. Хачми Чисме, ки бо сапр^ои У = -J~x , у  = 2 л/х", x + z  = 4, z  =  О 

маздуД гаштааст , ёфта шавад.

4. З ^м и  чисме, ки бо сатэдои 2 a z  = х 2 + у " , х2 +42 —z 2 = а 2, Z = 0  

маадуд гаштааст, ёфта шавад.
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5. Масо*ати цисми сат*и параболоиди у  2 + z 2 = 2 а х  , ки байни 

силиндри у 2 = сое ва*амвории Х=ОС ма^дуд аст, ёфта шавад.

6. Масо*ати сат*и силиндрй х 2 = 2 z  , ки бо *амвори*ои х - 2 у  = 0,  

У =  ( х  =  2 V2" бурида шудааст, *исоб карда шавад.

Корт мустацилонаи 10.2.2.

1. Координатами маркази вазнинии фигурае, ки бо хаткой у 2 = 4 x  + 4 t 

у 2 = - 2 х  + 4 мавдуд гаштааст, ёфта шавад.

2. Маркази вазнинии фигурае, ки бо хаткой зерин мавдуд гаштааст, ёфта 

шавад:

а) у 2 = х, X2 = у , б) у2 = 2рх, у = 2 х ,

3. Лах,заи статикии фигурае, ки бо синусоидаи У = sin х ва хати роста ОА 

ма*дуд гаштааст нисбат бо тарной координат ёфта шавад (ОА аз ибтидои

координат ва нуцтаи ^  2 ’ ' J  мегУзаРад)-

4. Ла*заи инертнокн масо^ате, ки бо хаткой У ~ 2 ^ х  , Х + у  = 3, у  =  0 

ма*дуд гаштааст, нисбат ба тири ох *исоб кунед.

5. Ла*заи инертнокии масо*ате, ки бо хат*он роста х  + у  = 2 , х  = 0, у=0 

ма*дуд гаштааст, нисбат ба ибтидои координата *исоб карда шавад.

х 2 у 2
6. Ла*заи инертнокии масо^ате, ки бо эллипс ва а  2 р  г =1 мавдуд 

гаштааст нисбат ба тири калони ин эллипс *исоб карда шавад.
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1. Интегращои зеринро *исоб кунед:

4 х - у 2

a )  \ d x \ d y \ - j = ^ L =  i б) J dx  f  dy \ xd z
o o o  у *  + у  + z  + \ 0 0 Q

2. Ба системаи координатам сферикй гузашта, интеграли

X + у  + z  dxdydz  _pt> зр,соб кунед, агар V  -*исми дохилии
(П

кураи х 2 + у 2 + z 2 й г  бошад.

V 2 *> 2
х + у"  , z - x  + у  ма*дуд карда

шудааст, ёфта шавад.

4. Координатами маркази вазнинии чисмеро, ки бо сат**ои Z 2 = х у , х  = 5, 

у  = 5, z = 0 ма*дуд гаштааст, ёбед.

5. Лазраи инерсияи чисми як^инсае, ки бо сатэдои х~ + у~ = 2 )

2 2 _ 2
* + .У — z , (z>0) махдуд гаштааст, нисбат ба тири O Z  *исоб карда 

шавад.

^^авоб^о

КМ.10.1.1.

1. а) 2 | , б) . 2. а) ( e - l ) ( e ' - l )  , б) ^ .

0 2-/Т+7 8 8-_у 1 |
3 . a )  \ dy  J  f{ x ,y )d x + \d y  j f( x ,y )d x  б )  jd y j f( x ,y )d x  _

-1 -2,/l+7 0 -2-Л+Г 0 ^
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КМЛО.1.2.

Оя-3 ^ п* * 33
l . a ) 2* .  6) 2 Ш  . 2- a) ^ / f -  З а ) 140‘ б , ‘2-

КМ.10.2.1.

9_  ^  а  2f  Я  *0  ^  я®31 , . ) 2 * - -  6 )  у .  2 . « ^ - T j .  з . у .  4.
3 •

5. ~ ~ (З л /3 -1 ). 6 . 1 3 .

КМ.10.2.2.

9 6

2 0 ’ б ) * . - 3 , X

8 п а е 3
5. - . 6. „ .3 43- ^ = й ’ " ' я 1 ‘ 7 Г  4-2-4 ' 5- J -

КМ.10.3.1.

1.а) ^(31 + 1 2 ^ - 2 7  73), б) ~ ~ 4 я . 2 . 3.

4 * * * = 3 , , . = ^  5 —  (4л/2- 5 )  
3 2 ' '1 5
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БОБИ XI. Интетращои гайрихос

§ 1. Ингегршцои гайрихоси чинси як ва ду

Интеграллое, ки ^удуди интегрониашон беохир ё функсия^ои 

зериинтегралиашон канишнок мебошанд, интеграл^ои гайрихос номида 

мешаванд.

Интеграл^ои гайрихос ду намуд мешаванд: интеграл^ои гайрихоси 

Чинси якум ва дуюм.

1. Интеграл бо ^удуди беохир. Интеграл бо э^удуди беохир бо ёрии амали 

з^удудй муайян карда мешавад. Агар функсияи f  (х )  дар ниминтевали 

а  < х  < оо бефосила бошад, он го* чунин навишта мешавад:

Агар лудуди тарафи рости (11.1.1) мавчуд ва охирнок бошад, интеграли 
гайрихоси чинси якум наздикшаванда мебошад, дар полати муцобил 

дуршаванда аст.

Айнан вобаста аз интервал^ои интегронЯ интеграл^ои гайрихоси чинси 

якум чунин навишта мешаванд:

ОО ь

(11.1.1)
а а

Ь Ь

( 11. 1.2)

X Ь

(11.1.3)
- х> А— а

2. Интеграли гайрихоси чинси дуюм. Агар функсияи / ( * )  дар ну^аи 

£—и порчаи [а; 6] каниш дошта бошад ва дар ^олати а  < х  < с ,



С < Х  < в  бефосила бошад, пас интеграли гайрихоси чинси дуюм чунин 

муайян карда мешавад:

* с - Ч |  Ь

j f ( x ) d x  = limo J / (x) f i & + Hmo \ f ( x ) d x  (n.i.4)
a  1 a  c + 7 2

Агар *удуди тарафи рости (11.1.4) мавчуд ва охирнок бошад, он го* 

интеграли гайрихоси чинси дуюм наздикшаванда номида мешавад, дар 

*олати муцобил дуршаванда аст.

Агар барои функсияи f  ( х )  дар ниминтервали (X < Х  <С  функсияи 

ибтидоии / ( * )  мавчуд бошад, пас,

j  f  ( x ) d x  = F  (с  -  77, ) -  F  ( a )
a

Мавчудияти интеграли гайрихоси (11.1.4) баробарцувва аст ба мавчудияти 

*удуди функсия*ои F {с ~ Ц\)  ва /*' (с  + 77 2 ) , дар *олати ^71 —> О 

ва т] 2 -> 0 будан.

§ 2. Интеграли гайрихос ба маьнои сар*ршат

Бигузор функсияи / ( * )  дар порчаи \а >Ь\ дода Шуда бошад ва дар як 

нуцтаи дилхо^и с каниш дошта бошад. Он го* интеграли гайрихос дар 

цисм*ои порчаи [a jb], ки нуцтаи с -ро дар бар намегирад, бо формулаи

(11.1.4) муайян карда мешавад. Дар баъзе *олат*о ин *удуд метавонад вучуд 

надошат бошад, дар ин *олат купай аст, ки *удуди ифодаи (11.1.4)-ро 

Хангоми т), = Чг —> 0 будан хисоб кунем. Агар дар ин *олат худуд мавчуд 

бошад, он го* мегуянд, ки интеграли гайрихос бо маънои сарцимат вучуд 
дорад ва он чунин ишора карда мешавад:
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Интеграли гайрихоси ^инси якум ба маънои сарцимат чунин ифода 
карда мешавад:

V.P. ] f { x ) d x  = \ \ т  J f {x)dx .  (J , 2 3)
- ж  Л-» ®  - A

X

Arap f ( x )  функсияи ток; бошад, он го* V [  f  ( x ) d x  = 0  ̂ дар
— СО

^олати чуфт будани функсияи f i x )  ^осил меекунем:

А А

j f ( x ) d x  = 2 \ f { x ) d x  (11 2.4)
- А  О

Мисоли 11.1.1. Интеграли гайрихосро ^исоб кунед:

ос
je~xdx
I

Хал. Дар асоси формулаи (11.1.1) *осил мекунем: 

fe~xd x=lim je ' xdx = lim(- e x) | = H m (-e -4 + e ' ) = - - \ \ m e k = 1
[ I 1 fr-кс ^ A-** £

Мисоли 11.1.2. Хосияти интегралро истифода бурда, интеграли 
гайрихоси зеринро *исоб кунед:



Хал. Дар асоси таърифи интеграли гайрихоси чинси якум (11.1.3) ^осил 

мекунем:

"г dx _ . *г dx 

-I(jc2 + ;c + l)2 + x + l)2

Интеграли дар зери *удуд бударо барои хисоб кардан аз формулаи 

реккуриеентй истифода мебарем:

г dx 2х +1 4 2х +1 + С.

Аз ин чо

dx

п(х2 + х  + 1)2-limа —>—<xi

2х + 1 4 2х +1
з(* ‘ + х + 1)+ з Т з  a r c ,g ~ J T

2£ + 1 4 2А + 1 2о + ] 4 2(3 + 1 
3 ( 6 4 i+ i ) + 3V3flrc,g 7з 3(f l4a+l )  з 7 з а,с^  л/з

l im

2 1 
g + g2 2а+ 1 4тг 

3^3'

Мисоли 11.1.3. Интеграли гайрихосро *исоб кунед:

dx

V o - * ) ! '

Хал. Функсияи зериинтегралй дар нуцтаи X = 1 каниш дорад, ки дар 

дохили порчаи интегронй мехобад. Бинобар ин, дар асоси формулаи (11.1.4) 

*осил мекунем:

3 2 9



dx <-■71f ox .. e dx V dx
7 - = lim —= = = =  + lim - . =

- W a - x y  " - 0 _i V ( * - i ) 2

-  31 ш1 ^ ( дг- 1)|_,4+ f  = 3 -  ̂ - 2*7|-»u 2

+3l i m ( ^  -  л/^7)=3(^2+ ')

41-л

<b-«

Мисоли 11.1.4. Интегралро *исоб кунед:

V flbt

о (2 -  x )V l -  * '

^ал. Бо ёрии гузориш интегралро *исоб мекунем: 

Л  . .  '"г Л
J (2 -  х У П ^ с  f e 1 j" (2 -  х]у/Г^х

1 - x  = t 2 

dx  = -2tdt

Л  Л
l i m 2 J t— г  = 2 l i m ^ ^ l ’ = l i m 2 • {arctg\ -  artVgft) = —.

*=0 * • + /  *=0 *=0 2

Мисоли 11.1.5. Наздикшавии интегралро тадциц кунед:

V dx

о x \ J X 2 + 1 '

3(ал. Дар асоси аломати муцоисакуня интеграли мазкурро гадки к; 
мекунем:

f (x) = T t W  -  — Ц г = " Г  = g  Wх 3 л[х + 1
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J‘T T T = 7  = l i m  11 X -yx +1 *-»» 1\ l x 2 +1 »-** i x 3V*2 +1 *-»* 1
M i m R -

=  l i m
f . \

l
X

I--3

1 -*
v 3 ,

3
2

Интеграли додашуда наздикшаванад мебошад.

Мигачи 11.2.1. Интеграли додашударо бо маънои саркимат *исоб кунед:

i
V .Р  . J

Л
f X In X

Хал. Дар асоси формулаи (11.2.1) *осил мекунем:

1 хЫх  f
2 2

i}-¥)

= l i m In
ij—>0 -ln(l+?/) 

П

= l i m ln =o.

Мисоли 11.2.2. Интеграли гайрихосро *исоб кунед:

dxг ах  

[ х 2 +  1

Хал. Азбаски функсияи зериинтегралй ЧУФТ мебошад, бинобар ин, 

(11.2.4>ро истифода бурда, *осил мекунем:
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x   ̂ dx
Ь г 7 Т  = l i m 2 / - 2 7 7  = 2l i m arctg x t  = 2\im (arctgb-arctg0) =

—x  b-vt>  о  * ft—>oc ft—>x

= 2arctg(<x>)-2arctg0 = 2 ^  = ж.

Кори муста^идонаи 11.1.1.

1. Интеграли гайрихосро *исоб кунед:

«  00 , 

a ) J  ** (к>0), 6) _ J x 2 + 4 x  +  9 ,

г ) Н *

2. Интеграли гайрихос аз функсияи номаздудро *исоб кунед:

)  dx \  xdx  ‘f  dx

а) 2 # - х ) 2 ’ 5 ) 1 ^ 1 ( ^ 4 ) ’ ъ) 1 х ъ- 5 х 2 -

Кори муста^илонаи 11.2.1

1. Наздикшавии интегралро тадциц кунед:

f  xdx  'г dx f  x 2dx

8) .J 4 7 7 1  ■ 6> ! W ^ 7 ’ ’> .  V(i -  v=)’

2. Интеграл^ои зеринро ба маьнои сарфшат *исоб кунед:

dxf *  “f l  + *  . «г «
a) J x - c  («<С<Р)> 6> J l  + x 2 ’ в)

3 3 2



1

Чавоб^о

КШ 1.1.1.

к  1
l a ) jfc- 6 ) V ? '  В) Ina ' Г)‘

2. а) 6 ^ 2  . б) Vl25. в) дуршаванда.

КМ .11.2.1.

1. а) наздикшаванда. б) наздикшаванда.

I
2- а) б ) 7 Г ' в ) - I n  2 .

1.

в) дуршаванда.

333



Боби XII. Интеграл^ои ка*рсатга ва сат^й 

§ 1. Ингеграл̂ ои кафсахта

Интегралх,ои качхатга ду намуд мешаванд. Интеграли качхаттаи чинси 
якум ва интеграли качхаттаи чинси дуюм.

1 .Интеграли качхаттаи чинси якум. Бигузор, функсияи f { x , y )  дар 

цадн хати качи суфтаи К дода шуда бошад.

и
Камони АВ-ро  бо ёрии нуцта*ои А = А0, А,, Аг ,..., А п = В ба

и-к;исм чудо мекунем ва AS t  дарозии камончаи А к_хАк бошад. Акнун 

суммаи интеграли таргнб меди*ем:

Интеграли качхаттаи чинси якум 1уфта *удуди суммаи (12.1.1)-ро дар *олати 

max ASк -> 0 меномем ва онро чунин ишора мекунем:

Бигузор, муодилаи хати качи (К) ба намуди ошкор дода шуда бошад-

П

(12.1.1)

(а < х  < 6 ) ,  он го* интеграли качхаттаи чинси якум бо

формулаи

h
\ f ( x , y ) d s =  [ f [ x ,< p (x ) ] y j \  + у ' 2 ( х )  dx

AR а

х̂ исоб карда мешавад.

334



Агар муодилаи хати кач ба намуди параметра дода шуда бошад, яъне 

X = <p(t), y  = Y ( t ) ,  (а < t < р ) ,  он го* интеграли качхатта бо 

формулаи

\ f ( x , y ) d s  = J [<p(t),4/  ( t ) ] J< p '2 ( 0  + ¥ ’2 (O d t  ( ,2Л.3)
К а

*исоб карда мешавад.

Дар *олати муодилаи хати качро, дар системаи координатаи цутбй дода 

шудан, интеграли качхатта бо формулаи

Р ------------ --
j f ( x , y ) d s  = J / ( r  cos <р , r  sin p ) V r 2 + r '2 d(p (12.1.4)
к  а

*исоб карда мешавад, ки дар ин ч° x  = rcos(p, y  = rs\n<p, а  < (р < р  

мебошанд.

2. Интеграли качхаггаи чинси дуюм. Бигузор, дар цади хати качи К 

функсия^ои бефосилаи ■?(*, У) ва Q ( х , у )  дода шуда бошанд.

Суммаи интеграли тартиб меди^ем:

»
5  = + 0 ( & . » 7 * ) Д л ] ,  (12.1.5)

к =\

ки дар ин чо &ск ва 4У* -проектсияи камончаи А к_хА к дар тарной ох ва

оу мебошанд. ХУДУДИ охирноки ифодаи (12.1.5)-ро интеграли качхаттаи 

Чинси дуюм меномем ва онро чунин ишора мекунем:

J =  \P {x,y)dx + Q (x,y)dy  (1216)
к
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Дар *олати ба намуди ошкор ва ба намуди параметра дода шудани муодилаи 

хати кач, интеграли качхаттаи чинси дуюм мувофицан бо формулами зерин:

к
\p{x,y)dx  + Q(x,y)dy  = \{р[х,<р(х)]+Q[x,(p{x)\p'(x)}dx (12.i.7)
к  a

fi
\P(x,y)dx + Q(x,y)dy=  J{/,[«>(O,V'(O]<iff,(O + 6[<p(fW(0] ^ ’(<)}^(12.1.8)
t  a

*исоб карда мешаванд.

3. Аз ро*и интегронй новобастагии интеграли качхатта. Бигузор, 

функсиянои Р (х ,у )  ва Q (x ,y )  дар со*аи якалоцаи D *осила*ои 

бефосилаи тартиби якро дошта бошанд ва хати кач пурра дар со*аи D хобад.

Шарти зарурй ва кифоягии аз ро*и интегронй новобаста будани 

интеграли качхатта дар со*аи D чунин аст:

ЭР _  3Q
ду дх ' (12.1.9)

Агар шарти (12.1.9) ичро шавад, он го* интеграли аз р?и хати качи 

сарбасти пурра дар со*аи D хобанда баробари сифр мебошад:

<jp(x,y)dx+(£x,y)dy=0
к

Бо шарт*ои дар боло овардашуда ифодаи зериинтегралии 

P(x i y)dx + Q(x, y)dy  дифференсиали пурраи ягон функсияи яюршатаи 

и= (р(х ,у)  мешавад, яъне

du = P (x ,y )d x  + Q (x ,y )d y  .
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X у

и{х, у) = J7>(x, y)dx + $Q{x, y)dy + С (12.1.10)
*У ' J’o

муайян карда мешавад.

Мисоли 12.1.1. Интеграли качхаттаи j l *— *исоб карда шавад, агар
к

К - порчаи хата рост аз ну^таи /4(0,0) то нуцтаи В(4;3) бошад.

Хал. Муодилаи хати роста А В чунин намуд дорад:

- 1  ' - 2  У ~  ^ х  аз ин 40 У ^ *осил мешавад. Аз формулаи (12.1.2) истифода

бурда *осил мекунем:

Дар ин э;олат функсия и (х->у) бо формулаи

Мисоли 12.1.2. Интеграли качхаттаи $ (lfx -3 fy )d S ^исоб карда 
к

шавад, агар муодилаи хати качи К ба намуди параметрии X =  COS3 1,

* 3 / ̂  чу  = Sin t \ ~ £ t  <:7С) дода шуда бощад.

Хал. Аз (12.1.3) истифода бурда, интеграли мазкурро ба интеграли 

оддии муайян оварда мешавад:

dx = - 3  cos2 / sin t d t , dy -  3 sin 2 / cos tdt 

ds = -y/x'2 (0 +  y'~ (t)dt = 3|sin t cos / \dt = 3 sin t cos t dt,

337



2 ,
J ( 4 \ f x  -  3 y fy )d s  -  J (4  cos t -  3 л/sin 3 / ) 3 sin t cos tdt =
А* ЗГ

■“ x(̂  18 — nj'*
= -1 2  [со ^ /с^со ^ -Э  fsin2/fi/(sin f)= -4co^/r"-----sin2/Г ~ =J J br j \jtл n

1 18= 4 6 = 6 4
7 ~ 7 “  7

М исоли 12.1.3. Интеграли качхаттаро *исоб кунед, агар хати качи К, 

периметри секунчаи Л(-1;0), В(0;2) ва С(2;0) бошад:

2xdx -  (х + 2у )Ф ’

З̂ ал. Ро*и интегронй аз се порчаи хати шикаста иборат мебошад. 

Интеграл аз руи ин хати шикаста ба суммаи се интеграл аз руи порча*ои 

А В , ВС  ва СА баробар мешавад. Аввало муодилаи хати рости АВ -ро 

тартиб меди*ем у  — 2 + 2 х , dy = 2d x , он го*

о
j lx d x  -  (х + 2y)dy = -8  J(x + l)ok = -4 (х  + l)2 1 = -4 мешавад.

Айнан интеграли качхаттаро дар порча*ои ВС  ва СА *исоб мекунем: 

у - 2 - х ,  dy  = - d x , J 2 x d x - ( x  + 2)dy =

и

= J 2 x d x - ( x  + 2)dy= j ( y - 6 )  = O ' - б ) 2

Сд.  2 jxdx  = x 21 = 1 - 4  = -3
2

^амаи интеграл^оро чамъ намуда т̂ осил мекунем: 
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<j" 2xdx- (x + 2)dy = J+ J+ J= -4 + 10-3 = 3
АН НС CA

Мисоли 12.1.4. Интеграли качхаттаи чинси дуюми

| x2y d y - y 2xdx -ро

?pico6 кунед, агар х  = VcosT, у  -  л/sin t (0 < t < —) бошад.

Хал. Аз формулаи (12.1.7) истифода бурда, интеграли додашударо 

з̂ исоб мекунем:

sin t , , sin / ,
dx = ----- -p-.— dt- dy  = ----- T = dt

2>/cosr ’ 2-v/cos/

= \x2ydy—y 2xdx= ffcos t j s in t  ■ +sinfJcos t S]H!— \ i t  =

] Л1}( 2 . , \ , 1 i*/2 I f f  ЯГ
= -  (cos /+Sin7l <&=- л = ----- =—.

2 * '  2 10 2 2 4

Мисоли 12.1.5. Интеграли канхаттаи чинси якумро, ки аз болои хати 

качи фазой гирифта шудааст, з̂ исоб кунед:

j(x2 +j>2 + z2)cfc,
с

дар ин чо С хати качи x  = a c o s t ,  у  — Ct s in / ,  z = /fr(0 </  < 2л)  мебошад.

3(ал. Маълум аст, ки dx = - a s  'mtdt, dy = a  cos tdt, dz = [Mt 

мебошад, пас

c/i = ^](dx)2 + (dy)2 + (dz)2 dt  = д /а2 + p 1 dt аст.
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Он гох ннтеграли додашуда чунин хисоб карда мешавад:

J(x2 + у 2 + z 2)ds = y ja 2 + р 2 J (a 2 + р 2 + t 2)dt =

3 Г
-  2 n  22ясг + /? —

3 \

= 2 я |а 2 + |/S 2я'^у]аг + р г ■ p.

Мисоли 12.1.6. Функсияи ибтидоии и { х , у )  ёфта шавад, агар 

du = [y  + ln(x + \)dx + (х +1 -  V  )\1 у  бошад.

Хал. Хосил мекунем: ^ (х , у)  -  у  + 1п(х + у ) , Q(x,y )  -  х  +1 — £у , 

Э Р _ Э £  •
Q y ~  Qy • Бигузор, * 0 — ®>Уо ~~ 0 ва контури К, хати шикастаи ОМЫ

бошад, ки 0 ( 0 ; 0 ) ,  А/(х;0) ва N (x ;y )  аст. Он г ох дар асоси формулаи 

(9.10) хосил мекунем:

х  у

u ( x , y ) =  J[ln(x + l)+ j]c6c + |(x + l- e >')rfv =

о о

= [xln(l +  х ) - х  +  1п(х +1)][ +  ( х у  +  у -  е у )[  

=(x + l)ln (x  + l)-x-i-2x^ + >’- e ;' +С. 

Мисоли 12.1.7. Интеграли качхаттаро хисоб кунед:

( 1;|)

/(] ( x - y ) ( d x - d y )

Хал. Ифодаи зериинтегралй дар дифференсиали пурра мебошад:
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(х -  y \d x  -  dy)  = (х -  y ) d ( x  - y )  = ^ d ( x -  y f

Акнун интегралро з̂ исоб мекунем:

(и) j 0;i)
J ( x - y \ d x - d y )  = -  \d (x  -  y f  =

0;-0 Oh )

(i - i)24 ( M 2 = 0 - —4 = -2 
2

Мисоли 12.1.8. Интеграли ка^хаттаи фазой аз дифференсиали пурраро 
^исоб кунед:

(2;3;-4)

] Хjxdx  + y 2dy + z 3dz

Хал. Маълум аст, ки 

xdx + y 2d y - z 2dz — d
( г  з 4 Л х  у  z

\
мебошад. Он го* з̂ осил

у

мекунем:

(2А-4) (W.-4)/ 2
[ xdx + y 2d y - z 3dz = \ d \ — н--------—

V 2  3  4

6 + 4 - 3

3 - 4 Л

=  ( 2 + 9 - 6 4 ) - [ i  +  i - I - 5 3  — 12

3 4 ^

+ 2 L _ £ _
j(2,3 ;-4 )

3  4 /

7  7
—  =  - 5 3 —
1 2  1 2

341



§ 2. Ингеграл*ои сясщЯ

Маф^уми интеграл^ои сат^й бо мафхуми интегралдои ка^хатта монанд 
мебошад.

1. Интеграли сатзрш чинен якум. Бигузор, дар сат^и суфтаи S- функсияи 

ма^дуди f ( x , y , z ) муайян карда шуда бошад. Сат*и S-po бо сатущои

S],S2,...,S„ чудо намуда, суммой интеграли зеринро месозем:

I  / < " « ,  (12.2.1)/=1

А5,- бузургии масо^ати сат^чаи S, мебошад. ХУДУДи охирноки ифодаи

(12.2.1) -ро интеграли сатз̂ и чинси якум меномем ва онро чунин ишора 

мекунем:

J = \ \ f ( x , y , z ) d s  (1222)
S

Агар муодилаи сапда S -ба намуди ошкори z  = z(x;y )д0да шуда бошад,

{x' ,y)&D D-проексияи сат^и S-дар ^амвории хоу  мебошад, дода шуда 

бошад, он го* интеграли сатз̂ и чинси якум (12.2.2) бо формулаи

j f ( x , y , z ) d s =  ]/[(д :,у, z)(x,y)]yj\ + z 2 + z 2y dxdy (12.2.3)
•V D

^исоб карда мешавад.

Дар х°лати муодилаи сат^й S ба намуди параметри X = х(и,  v ) ,

y  = y ( u , v ) ва z  = z{u ,v )  дода шудан, интеграли сат*и (12.2.2) бо 

формулаи зерин ^исоб карда мешавад:

s
3 42

\ \ f ( x , y , z ) d s =  | | / [x ( m ,v ) ,> '( « ,  v ) ,  z(u,v)]slEG -  F 2 dudv (1 2 .2.4)



J e g - f 2 = у1а 2 + в 2 + с -2 ,

ки дар ин 40 D- со^аи тагйирёбии параметру мебошад ва

А -
У„

, в =
X » Z u

, С=
х« Уи

У у Zv Ху Z r Ху У у
мешавад.

2. Интегралы canpi чинси дуюм. Са-щи ду тарафаи S-po мегирем ва дар 

ин сатц тарафи муайянро интихоб мекунем S+. Бигузор, функсияи f ( x , y , z )  

дар сатз̂ и S муайян карда шуда бошад.

Худуди суммаи интеграли ро, ки дар ин но
*=i

проексияи элемента AS* дар ^амвории ХОу мебошад, ^ангоми

max ASk —> 0 будан, интеграли сат^ии чинси дуюм аз руи сат^и S меномем 

ва онро чунин ишора мекунем:

J j f ( x , y , z ) d x d y

Агар P ( x , y , z ) , Q ( x , y , z ) ,  R ( x , y , z ) функсия^ои бефосила 

бошанд ва cos a ,cos Д ,cos у - косинусном равонкунанда бошанд, он го* 

байни интеграли сат^и чинси якум ва дуюм чунин вобастагй мавчуд аст:

jjPdydz + Qdzdx + Rdxdy = |J(/*cosa + Qcosf3 + Rcosy)ds (12.2.5)
s*  S

Бигузор, сат^и суфтаи S бо муодилаи z  = z(x ,  у )  ДОда шуда бошад, 

он го*, ^осил мекунем:

|{  f ( x , y , z ) d x d y  = § f [ x , y , z ( x ,  y )]dxdy   ̂ (12.2.6)
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Агар муодилаи сат*и S ба намуди параметрии х  = х(и,  v ) , 

У ~ y ( u >v ) , z  = z ( u , v )  дода шуда бошад, он го^ интеграли сатди 

чинси дуюм бо формулаи зерин ба интеграли дукарата оварда мешавад:

jjPdydz+ Qdzdx+ Rdxdy= jJ(.Pcosa + Qcosp  + Rcosy}JEG -  F 2 dudv
s д

-  В  л
cos (3 = ±—: cos a-±-‘ I--------------------- - ------------------  W U O U  —  J _ — ■ ■ ■ -u... = s r

J a 2 + b 2 + c 2 ’ у1а 2 + В 2 + С 2 '

C 0 S r '‘ ± J A 1 + CB > + C 1 ' (,2.2.7)

Аломати + ё -  вобаста аз интихоби тарафи сатхи S муайян карда мешавад. 

Мисоли 12.2.1. Интеграли саг\и чинси якум

||(6 д г  + 4 у  + 3 z )d s
s

\исоб карда шавад, агар S- цисми ^амвории x  + 2 y  + 3z — 6,  ки дар 

октантаи якум хобанда бошад.

?^ал. Барой здесоб намудани интеграли додашуда формулаи (12.2.3) 

истифода бурда мешавад. Аз муодилаи ^амворй, Z-po меёбем:

• z = ̂ ( 6 - x - 2 y )  ds = ^ l  + [zx ) +  [zv ^dxdy = ~ ^ -d x d y  ,

JJ(6x + 4 у  + 3z)ds = + 2J  + 6 )dxdy
s 3 

T xy - секунча мебошад, ки проексияи сат\и S дар ^амвории хоУ аст. 

Акнун интеграли дукаратаи ^осилшударо з̂ исоб мекунем:

3 4 4



/«д 3 6—2.у / * д 3
7  = 1 А 1 |ф , J (5х + 2 v + 6)dx = —  = 2л /й  j ( /  -1  Оу+ 2 \)dy = 

^ 0 0  ^ о

1.3
= л/Й — +5у2 +21у I = 54>/м

j  Но

Мисоли 12.2.2. Интеграли сат^и чинси якуми \ \ z(^s ^исоб карда шавад,
s

агар муодилаи сат^и S ба намуди параметрии х — и COS v , у  = и sin v , 

z  = v , (0<u<a, 0<v<2ji) дода шуда бошад.

Хал. Аз формулам (12.2.4) истифода бурдаб мисоли мазкурро *ал 

мекунем. Пеш аз *ама E,G ва F-po меёбем:

Е  = cos 2 v + sin 2 v = .1, G = и 2 sin2 v + u 2 cos2 v + 1 = 1 + и2, 

F  = - u  sin v cos v + и sin v cos v = 0 мешавад. 

Jjzds= JV1+u2du Jvdv= 2л2 jV1+u2 du= n 2 {w]\+i f  +1г|м+-Л+м^||о =
s о* о о

=7C2iaJ1+a2 +lr(a,+V l+a2| .

Мисоли 12.2.3. Интеграли сат^и чинси дуюм

j j x 2y 2zdxdy_po
s

нисбат ба тарафи болои сат^и х 2 + у 2 +Z2 = R 2 ^исоб кунед.

Хал. Аз (12.2.6) истифода бурда, ин интегралро *исоб мекунем.
2 2 _ п2Проексияи сфера дар намвоРии Х0У давраи х~ + у '  — К мебошад. 

Муодилаи цисми болои сфера чунин мешавад:
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, пасz  = j R 2 - x 2 - y \

J  -  J J *  У ^ d x d y - j j x  у  tJr  - x  - у  dxdy мебошад ga системаи
5 D

координатаи 1$утбй гузашта, интеграли дукаратаи ^осилшударо ^исоб 
мекунем:

.------------------  я /2  к  __________

J  = j j p 5 cos‘0sin2 6^1 R2 -  p 2dpdQ -4 jcos:0sin2 d d d j p ^ ^ R - p 1 dp =

*l2r \ - c o i 4 0  Rc 5/ 2 2\- ,
= J ------ ------- d e \ p \ R 2 - t 2y d p =

pdp=-tdt

I я/2 Л \ {  \ \  Я
= -  \{ \-c o sA 9 )ie \ (r 2 ~ г ) Л / Щ 0 - - s i n 4 0  Г J(tfV  - l i f t *  +t6)dt=

2 о 0 2 \  4 )°  0

1 £  
'2 2

R4-— 2K2 — +- 
3 5 7

5 ' 7V  nR1 (}L_ 2 +l')_27tR1
10 4 13 5 7J 105

Мисоли 12.2.3. Интеграли сат^и чинси дуюми

J  -  JJO ; -  z)dydz  + (z -  x)dzdx + (x  -  y)dxdy
s

*исоб карда шавад, агар S: x 2 + у 2 = z 2 (0 < z  < h )  бошад.

Хал. Дар асоси формулаи (12.2.5) ^осил мекунем:

J  = //[(>■ -  cos а  + (z -  x ) c o s  Р  + (х  -  ^ ) c o s  y]ds

cos a  =
- z  x

± л/l + z J  + z j
C O S  / ?  =

— z  X

l + z r + z „
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cosy =
- z ' x

± yjl + z j  + z jУ

Г Т ~,— Г _* _ ±  _ zАзбаски 2 = -\jx + у  аст, бинобар ин, з^осил мекунем х ~ 2 ' у ~ 2

ва ф +2х2 +Zy = V2 ( аз ин 4o cos а  ~ , cos Р ~ . C0Ŝ = -^> 
он го* з^осил мекунем:

J =  JJ (y -z '> x  + ( z Z ? ) y  + ( y - D : . dxdy  = 2 \ \ { y - x ) d x d y  =
JT 1+y3ih1 Z <“+/+*'

2/r A ^

= 2 J(sin^-cos^)c/wJ p sd p = -h > J(sin^-cos^)t/p = 0
0 0 ^ 0

§ 3. Формулами Грив, Стокс ва Остроградский

1 .Формулаи Грин. Агар К - сар^ади создай D бошад ва функсия^ои 

Р(х,  у )  , Q(x, у ) дар £> и  К  з^осилаи бефосилаи тартиби якумро дошта 

бошанд, он гоз; чунин формулаи Грин 40Й дорад:

jP dx + 6dy = JJ \ ^ L - ^ d x d y .  (12.зл)

А з(12.3.1)истифодабурда,боосониз^осилмекунем {̂ Q = — х, Р = - —у j ;

D  = - - j x d y  -  ydx  (12.3.2)
^  к

Бо ёрии формулаи (12.3.2) масоз^ати фигура^ои геометриро з̂ исоб кардан 

мумкин аст.
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2. Формулаи Стокс. Агар функсиянои P ( x , y , z )  ; Q ( x , y , z ) t-

R ( x , y , z )  бо носиланои тартиби якумашон дар сат^и S  - бо сарнади К  

бефосила бошанд, он го* чунин формулаи Стокс чой дорад:

<j Pdx + Qdy + Rdz =

Я
dR (d P  8 R \  .  (8 Q  дР)  — c o s a - и -----------cos/J + — --------
dy dz J \ d z  dx J d x  d y  J

co sy ds (12.3.3)

дар ин 40 cos a ,  cos/?,  co sy  -косинусной равонкунанадаи вектори

нормалй ба сат^и S  - мебошанд, равиши мусбати сатн муцобили ацрабаки 
соат гирифта мешавад.

3. Формулаи Остроградский. Бигузор, функсиянои P { x ,y , z ) ,

Q { x , y , z ) ,  R ( x , y , z ) дар начми марками V бо носиланои тартиби 

якумашон бефосила бошанд, агар на^ми V бо сатни суфтаи S  мандуд гашта 

бошад, он гон чунин формулаи Остроградский 40Й дорад:

\ j{P co sa  + QcosP + Rcosy)ds= + ̂  + ^  dxdydz, (12.3.4)

с os a , cos P ? c o s  у . конусной равонкунандаи вектори нормалии берунии 

сатн мебошанд.

Мисоли 12.3.1. Формулаи Гринро истифода бурда, интеграли ка^хатаи

<jxy dy -  х  ydx  _р0 ^исо5 кунед, агар С- давраи х 2 + у 2 = а 2 бошад.
г

—  2 2 2 
Хал. Бо D  сонаи сарбастаи х  +  У — а  -ро ишора мекунем ва аз

формулаи Грин (12.3.1) истифода бурда, пайдо мекунем:



Дар интеграли мазкур ба системаи координатаи НУтбй гузашта, ^осил 

мекунем:

Мисоли 12.3.2. Интеграли качхаттаро *исоб кунед:

cos(2xy)dx + %\n{lxy)dy\
x 2+y2=fi2

5{адl Маълум аст, ки

р(х, j )  = - e ^ “> ^cos(2.x>'), 

sin(2*y), ~  = - 2 е ^ - >2) [ycos(2xy)+ *sin(2xy)l

—  = 2 e^ _;̂ [vcos(2x>’)+xsin(2xy)], = ~  мебошад.
дх о х  °У

Он го* дар асоси формулаи Грин пайдо мекунем:

cos(2xy)dx + sin(2xy)aV] = 0.
x 2+ y2= R 2

М яиаи 12.3.3. Масо^ати фигураеро, ки бо хаткой качи У = х  , 

х  = у 2, 8ху = 1 мавдуд гаштааст, ёбед.

З а̂л. Муодила^ои додашударо якчоя *ал намуда, *осил мекунем: 

С(0;0). Акнун масо^ати фигураи додашударо дар 

асоси формулаи (12.3.2) *исоб мекунем:
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Мисоли 12.3.4. Формулаи Стоксро истифода бурда, интеграли 

f* у dx + dy + zdz шро *исоб кунед, агар С- давраи х 2 + у 2 = г 2у 2 = 0 

бошад.

Хал. Хати сарбастаи С цисми ^амвории z  = 0-ро мазу1уд мекунад бо 

вектори нормалии п = к\  бинобар ин, c o s a = 0 ,  cos /3 = 0 ,  cos у = \ . 

Маълум аст, ки cos а  = 0 , cos Р — 0, cos у = 1 аст, пас, дар асоси формулаи 

Стокс ^осил мекунем

I= jx2y3dx-dy+zdz=  JJ [ {~  -fflcoscr +f — \os/3 +( ̂  \o sy
J \dz дх) н  \дх  dy) '

ds=

= ~ 3 j jx 2y 2 cos ads
s

Азбаски C°S Ccds — dxdy  аст, он го* интеграли охирон чунин навишта 

мешавад:

J  = -3  ^ x 2y 2dxdy > 
а

дар ин со^аи D  бо давраи + у 2 = г" маадуд мебошад. Ба системаи 

координатаи цутбии X = p C 0 s 6  , у  = p co s#  гузашта, *осил мекунем:



2 r l
J = -12 Jsin2 в cos2 в jp5dp = -2r6 jsin2 в cos2 6d6 =

- 6 2  „6 2
= —  jsin 2 2QdQ = ----- J(l -  cos 4Q)d6 

^ 2 0 

в -  -sin  40 V  = -^ -L _ .
А  Но Я

Мисоли 12.3.4. Интеграли качхаттаи фазой нисоб карда шавад:

$(У + z )dx  + (х  + z )dy + (х + У )dz ( дар ин ц0 с .  хати качи
с

х 2 + у 2 + z 2 = 2Rx  , х 2 + у 2 = 2Лс (0 < г < Л, г > 0) мебошад.

Хал. Формулаи Стоксро истифода бурда, ба интегралй сат^я 

мегузорем.

<§(у2 + z2)dx + (x2 + z 2)dy + (x2 + y 2)dz = 2 ^ (y -z )d y d z + (z -x )d z d x +
с  s

+ ( х -  y)dxdy  = 2 JJlXy -  z ) cos a  + (z -  x) cos fi  + (x -  >0 cos >
.V

S - цисми сфераи 2 + .У2 + z 2 = 2 Rx  мебошад, ки бо силиндри

х 2 + у 2 =2Rx  бурида шудааст, COS a ,  cos/?, COS у  ~ косинусном

равонкунандаи вектори нормалй ба сат^и S  - мебошанд. Косинусном 

равонкунандаро бо шарти он, ки нормал бо равиши мусбати тири 02 кунчй 

тезро ташкил мединад, нисоб мекунем:

x - R
z = 42R x - x ' - у 2 , cosa =

z-J7+7х/2 I2 
+ Z,.
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о У x - Rcos/З = — ========, c o s / = -

Азбаски сатхи S  - дар ^амвории хоУ бо доираи х 2 + у 2 < 2гх инъикос 

мешавад, он гох интеграли сат^й ба интеграли дукарата оварда мешавад ва 
пас аз он хал карда мешавад.

Мисоли 12.3.S. Бо татбици формулаи Остроградский интгерали сатхй 
хисоб карда шавад:

J  = f f 4 x 3dydz  + 4 y 3dxdz  - 6 z 4dxdy 
s *

агар 5 -  сатхи пурраи силиндри х~ + у 2 = а 2, ки бо хамворихои z = 0 ва 

z  = h  махдуд карда шудааст.

Хал. Мувофи^и формулаи Остроградский (12.3.4) пайдо мекунем:

Р  = 4 х 3, Q = 4 y 3t R = - 6 z 4. Мувофицан хосила*°и хусусии ин 

функсияхоро хисоб намуда, меёбем:

—  = 12^ $  = 1 2 /  ® , - 2 4 z =
дх ’ ду ’ dz

ин ифодахоро ба формулаи Остроградский гузошта, х°сил мекунем:

^  ~ 2̂ ДО * + У ~ ^ 2 ^ ^ У ^2 , ки дар ин 40 V хачме мебошад,
v

ки сатхи S - ихота кардааст. Акнун интеграли секаратаи хосилшударо хисоб 

мекунем. Аввало интеграли секаратаро ба интеграли такрорй овардан лозим 
аст, ё худ:
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J  - 12^ d x d y  |(дг ~ у г - 2 z l )dz = 12 JJ (x 2 - y 2) z ■
x '+ y *  й 2 гх  I

2  z 4

4

= 12 ff
х*+ у*й2ас  

2 я  a

(д г - y 2)h- dxdy
x  = p  cos 3 dxdy = pdSdp  

y  = p  sin 5  0 < 5  <2л,0  < p < a

= m  \ dS  n p 3 ~ ~ rP  W  =

= 127Г • 2/) I
4 i ]  2 p  h p

= 24 nh
( 4  „ 2 > l \a a h

- 6 л ha2 (a2 - f t 3)
4 2 2

N / \  /

Мисоли 12.3.6. Интеграли сат*ии

JJ(x cos a  + y  cos P + z  cos y)ds
s

*исоб карда шавад, агар S  - сат*и чисми Т - ро и*отакунанда бошад.

Хал. Дар асоси формулаи Остроградский *осил мекунем:

JJ (х cos а  + у  cos р  + z  cos y)ds = JJJj ^  \dxdydz =
у 7 \  О Х ду 02 j

+ 1 )dxdydz =3 ^ d x d y d z  =3V
j. r

дар ин но ^  - *ачми чисми Т  мебошад.

§ 4. Тагби̂ и ингегршдои кафсзгга ва саща

1. Агар Р — р ( х , у )  зичии хати качи АВ дар *амворй бошад, он го* 

координатами маркази вазнинии (*о’.Уо) бо ёрии интеграли качхаттаи 

Чинси якум, бо формулами
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х ° = Т г  № ( * '? № >  У о = 1 7  1уЖ ’У№> (12.4.1)
М  АН АВ

*исоб карда мешавад, ки

М — JM{x,y)dl, мебошад. (12.4.2)
АН

Шарти аз ро*и интегронй новобаста будани интеграли качхаттаи нинси 

дуюм чунин аст:

дР _  5Q

э Т а Т -  (12АЗ)

Ла*заи статикии хати ка^и якнинсаи АВ  бо формулами 

Мх = jydl, Му = jxdl,
АН АН

з̂ исоб карда мешавад.

2. Бигузор, дар сатз̂ и суфтаи S  - ягон масса бо зичии Л /, (*; У\ z ) па*н

карда шуда бошад ва ин зичй дар сат^и S  - функсияи бефосила мебошад. Он 

го* формулами зерин ной доранд:

М  = JJM (x,y,z)ds > (12.4.4)

х о — ~~  \ \х М (х ,  у, z)ds f у 0 = JJу Щ х ,  у ,  z)ds ̂

z ° = T i \ \ z M (x ’>’’z )d s .

(1 2 .4 .5 )

M  s

3 5 4



J ox = Jf( /  + z 2)ds^ J 0y = JJ(x2 + z 2)ds t
X s

^  = Я ( - 2 + y 2)d-\ (12.4.6)
.S'

^исоб карда шавад.

Ла^заи статикии сат* нисбат ба *амвори*ои координатй бо 

формулами зерин муайян карда мешавад:

М ху = \\zM d s М )7 = j j 'xMdS' М а = \\yM ds  (12 4 7)
S S S

Мисоли 12.4.1. Массаи камони АВ -и хати ка^и у  — \t\X -ро ёбед, агар 

дар *ар як нуцта зичии хати ба квадрата абсиса^ои нуцтгцо мутаносиб

бошад: ХА = 1, Хв =  3 .

Хал. Формулаи (12.4.2)-ро татбиц менамоем, пас интеграли качхаттаро 

*исоб мекунем:

у  = 1пх ,У  = ~ , ^  = Ф +У<2 dx =^ +~̂ Г̂ х> № -  кхг

Лгираи инертнокии щеми сат^ии S  - нисбат ба тарной координата бо
формулами

М  = \M(x,y)d t  = к j x 2J ^ p - d x  = -  j ( x 2 +1 )2d(x2 +1) = 
АВ АВ '  X  2 ,

=  i ( ,=  +1^ i ( ,0 V|0 - 2V 2 )

Мисоли 12.4.2. Маркази вазнинии камони хати ка<щ якчинсаи 

х = a(t  — s in /) з у  = а (1 + cos/) (0 < / < 2л:) ёфта шавад.
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Хал. Аввало дифференсиали камонро вобаста аз муодилаи параметри 

хати кач меёбем: ^  — 'J i*  1 ) {у <) dt — 2 a sin — dt д 3 формулами

(12.4.1) истифода бурда, координатами маркази вазнинии камонро меёбем, 

барои ин пешаки массаи камонро ёфтан лозим аст. Азбаски камон як^инса 

мебошад, бинобар ин зичй M ix ,  у )  — 1 мешавад. Аз ин 40

”г t t *
М  = 2 а  sin — dt = - 4 а  cos — I  = 4 а  

3 1 7 о

0 1 i
a

/
a /

- 2 / cos- 4
~ 2 2 lo

f  ' З ' '  sin3-
= 2a 1 2 

3
V )

| К  ̂ ^  It ^
| а ( /  -  sin t )2 a  sin —dt = — j ( t  -  sin Osin — dt =

2 2 ) 2 2 у 2

Г _ 4 а
l o ' T

1y 0 = —  jo  ( l-c o s /) -2 a  sin—dt
. t , a - d t -  

2 2
,  1 4 3 / „ t 
2+  —cos — 2cosf—

3 2 2
4 a

Мисоли 12.4.3. Лазраи статикии камони астроиди як^инсаи
2 2 2

X 3 + у 3 = а  3 (х  > 0, v > 0) нисбат ба тарной координата ёфта шавад.

Хал. Барои *алли мисоли мазкур аз формулами дар боло овардашуда 

истифода мебарем. Маълум аст, ки муодилаи параметрии астроид чунин

намуддорад: x = a co s* t ,  у  = a  sin3/ (0 < / < у ) . Аз ин 40

dl = -yjix ',)2 + ( у 1, ) 2 dt = 3 a sin t ■ cos tdt

3 5 6



М  х = З а  2 |  sin 4 / cos tdt = З а  2 js in  4 td  (sin t)  =
0 0

,  т sin5/ f /2 a 2
=  3a~-------  = 3 — , 

5 lo 5

к / 2  я / 2

л/2 a/1
M  y = З а  2 J cos 4 Г sin ^  = - З а  2 J cos 4 td (cos t)  =

о 0

5 Id 5 ■

Мисоли 12.4.4. Массаи сат*и куравй ва ла*заи статикй нисбат ба 

дамвории хоу ёфта швад, агар зичии дар *ар як нуцтаи сат* ба масофаи ин 

нуцга то диаметри вертикали баробар бошад.

5{ал. Ибтидои координатаро дар маркази сат*й куравй чойгир мекунем 

ва ба системаи координатаи сферикй мегузорем:

x = i?sin0cos5, y  = 7?sin0cos<9, z  = R  COS#, ( R  - радиуси сфера 

мебошад), он го*

ds = R2 s in  ddQdS\ М  = -̂ х2 + у" —R s i n  в мешавад.

Аз ин чо дар асоси формулаи (12.4.7) *осил мекунем:

* 2т ( в  1 ^2*
М =  jJ /j*  = j] /? 3 sin2 QdQdS  = R3 Jd3  jsin2QdQ =R?tA ------ sin25 И = n 2R \

s s o o  V.2 4 у

Аз формулаи (12.4.7) истифода бурда, меёбем

2ж гг/2 ф  -3 а 5 о
Mv  = jjz / jd s^R 4 Jt/i9 jsin20cos0c/0 = 27iK4 Jsin2# J(sin6) =2nRA—-—|o2 = - f d t

S  0 0 0

Мисоли 12.4.5. Координатами маркази вазнинии цисми *амвории Z = Х
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ро, ки бо *амвори*ои X + у  — 1 > х = 0, у  — 0 ма*дуд карда шудааст, *исоб 

кунед.

Хал. Пеш аз *ама масо^ати цисми *амвории Z  =  X - ро меёбем. Баъд

^ - 1  —  = 0  аз он *осил мекунем: qx ~ > Qy >

S= Я  V1 +z*'2 dxdy= >/2 jdx ^dy=л/2 J(l- x)dx = — (l — л:)2j‘ =-^= = —
i j  o o o  v 2  0  V 2  2  ’

он ro*

X° = T  If*** = ^  \ xdx J  ' ^ ,£*y  = 2 /* 0  ~ x№  = “
^ S 0 0 0 3 ’

1 1 1 ~r 1 1 
У0 = t J J M  = J 2 f d x  \ 4 l y d y  = j ( [ - x ) 2dx = - t

z ° $  \ \ zds £  j j x d s  ^ мешавад.

Мисоли 12.4.6. Ла*заи инертнокии нимсфераи z — -J&2 — х 2 — у 2 

нисбат ба тири OZ ёфта шавад.

Хал. Хосила^ои хусусии 2 -ро нисбат ба X ва .У меёбем:

d z ________ х_______ 8z у

дх 2 -  х 2 -  у 2 ; Ь  ^ /а  2 -  д:2 -  у 2 ’

* 4 + - т - 4 - т ^ 4 - т ^ -  “ * *J - г - ? 2

Дар асоси формулаи (12.4.6) меёбем:
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Лг =  J J (*2 + / ) < *  = | ](x2 + y2)-j= = J L = = =
S П Va " -  X~ -  y~

dxdy

2 2  ^  2Со*аи интегронй доираи x + у  < a  мебошад. Ба системам координатаи 

цутбй гузащта, *осил мекунем:

x - p c o s 0 ,  y = p s m 9 ,  dxdy=pdpd9;

Jo, = J J p 2 , ° ; p d p d e  = 4a)de) --£ M = =
D *“  p  0 0 y C t  —  p

= |p  = a s m t , d p  = a c o s / | = 2ка  J-
2- a 3 sin3 ta  cos tdt 

d cost

e
= -2 ж а 4 Jsin2 td(cost) = - 2 a 4я  J(1 -  cos2 t)d(cost)  =

41 cos t-2  na cos t -  - io ,
4 4 —n aлJ3

§ S. Элеменщои асосии назаряи майдон

1. Бигузор, функсияи u ( x , y , z )  ДОдашуда бошад. Вектори 

, тт ди  г ди ди  -

градиента майдони D  дар нуцтаи Р  номида мешавад. Агар градиен бо 

нормали ба сат^и мувозинати дар нуцтаи Р  равона карда шуда бошад, бо 

самти афзуншавии функсияи и ( х , у , z ) t он го>; дарозии он бо формулаи 

зерин муайян карда мешавад:
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ди ди ди „ ди
—  = grad (J = —  cos а  + —  cos В + — cos г  n ? s i i  
dz дх ду dz '

£{cos a ,c o s  /? ,cos у ]

Бинобар ин, (12.5.1) *осила бо равиши додашуда мебошад.

2. Дивергенсияи майдони вектории U(p)  = Pi + Q j  + R k  гуфта, скалярй

,. , ч дР 8Q 8R 
divu(p)- fa + Qy + qz ~ ^ ^ -р о  меномем.

Ротори майдони вектории U(p) = Pi + Q j  + Rk гуфта вектори

Агар равиш бо векторной во*идй дода шуда бошад, пас,

rot U = r 8R 3 0 V  f8 P  8 R V  fd Q  дРЛ
dy dz  ̂ \ d z  d x j \ d x  dy

jrЛ -ро меномем.

Сели вектори майдонии U(P) ба сат*и S  гуфта интеграли 

jj(/>cosa  + Qcos/3 + R cosy)ds _роменомем.

Агар S сат*и ма*камии *ачми У -ро и*отакунанда бошад ва h -  

вектори во*иди нормали берунии ба сат*и S , бошад он го* формулаи зерин 
Чой дорад:

Я (/> cos a  + Q с05 P + R  cos У )* = \\\drvudxdydz .формулаи
s r

Остроградский мебошад.



Мисоли 12.5.1. Хаткой мувозинати майдони скалярии *амвориро ёбед: 

и = х 2 + у 2, агар и = 1,2,3,4,5 бошад.

Хал. Муодилаи хаткой мувозинатй: х 2 + у 2 - 1, х ' + у 2 = 2 ,

X 2 + у  2 = 3 , X2 + у 2 = 4 , X2 + у 2 = 5 ва ин хат^оро сохта, дар 

*амвории давра*ои консентрикиро *осил мекунем. Хат*ои

мувозинатии, давра^ои консентрикй мебошанд.

Мисоли 12.5.2. Хосилаи функсияи и = ху + yz  + \ бо равиши вектори 

дар нуцтаи ихтиёрй ва нуцта^ои Д 0 ;-2 ;-1 ) ,  Я(3;3;5) ефга

шавад.

Хал. Х°сила*ои хусусии функисяи u ix \y ;z)  ва косинусном 

равонкунанадаивектори ( -ромеёбем:

ди д и  д и
—  = у —  =  х  + z  ----- = у
дх ’ ду  ’ d z

12 д - 3  4
cos а  = — cos о  = —  cosy = -----

13’ 1 3 ’ 13

Дар формулаи (12.5.1) гузошта, *осил мекунем:

ди 12 3 , . 4  -  3(х + г)
—  = — у ------ (х  + z ) -------у  = — ------ -------- -
5^ 13 13 13 13

Координатами нуцта*ои А ва В  -ро гузошта, *осил мекунем:

д и (А )  _ t д и ( В ) _  д
д£ ’ d t
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_  2
Мисоли 12.5.3. Дода шудааст и — х у  — Z . Бузургй ва равиши

д и
g ra d U  дар нуцтаи м (~  9 ; 12 ; 10 )  ёфта шавад. ^осилаи бо

равиши биссектрисаи кунни координатам ^амвории хоу  муайян карда 

|Д.

3{ал. Аз таърифи градиент истифода бурда, *осил мекунем:

V ’ &  дм fh

шавад.

дх ’ ду ’ dz

’ = 1 2  ди^м)  -  9 д и (м )_ 2Q 
ду ’ dz

gradu (л/) = {12, -  9, -  20}

\2
( д и ) 2 гдиЛ+

У Kd z ,
\ g r a d u ( M} = ^

Равиши gradu(M) бо вектори

\ g r a d u  (м) [12 9 201 f а ,
w = I— Т~Т\= i ^ ’- ^ ’T r  = {cosa’cos£’cosn\ g r a d u { M \  [25 25 5 J

Вектори воэддй, ки аз ибтидои координата мебарояд ва бо равиши 

биссектрисаи кунчи координатаи якум равона карда шудааст, чунин намуд

* _ j j _  _1_J
дорад: г 1 ^ 2 г  ДаР асоси (12.5.1) ^осил мекунем:
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Мисоли 12.5.4. Дивергенсияи майдони вектории

q = e x̂ y j - x h - x y k j & фташавад.

Хал. Барои ёфтани дивергенсияи майдони вектории додашуда аз 

формулаи divu  (Р) истифода мебарем:

-* dqx dq d q r 
div q = —— + — -  + —̂ ; 

d x  d y  d z  

qx =-хё*, qy =уё*, q: =ухёу- 

= - e *  -  xyexy = - e xy{\ + xy)
dx

^  = - e xy + xyexy = exy{\ + x y \  ^  = 0. 
dy dz

Аз ин чо

div q ( M )  = - e x>’ (l + x y ) + e xy(l + x y ) + 0  = 0

->
Мисоли 12.5.5. Сели радиус вектори г = x i  + y j + z k  ба сат*и

марками 2 -  1 “  л/*2 + У2 , z = О, (0 < z < 1) муайян карда шавад.

Хал. Аввало дивергенсияи майдони вектории додашударо меёбем:



-  д х  д у  d z  , , , _
div г = ------ 1------- 1-------= 1 + 1 + 1 = 3

д х  d y  d z

Сели вектори дода шударо бо ёрии формулаи Остроградский меёбем

С = j' \\divrdv  = 3 JJJ d v = Xy ~_ = 3 \d<p \p d p  jd z  =
I n  1 I- p

О о о

2ж I I-;»
= 3 jd<pjpdp |  Jr = 3 j]jd<p Jp(l -  p)dp = 3 ■ 2лгЦ - 1 1 = Л-.

0  0 0 7 0  ^J

Кори мустацилонаи 12.1.1.

1. Интеграли качхаттаи чинси якум *исоб карда шавад:

J"(J£: + ^’)^S, С; -секунда бо цуллгцои 0(О;О), Л(1;0) ва 5(0;1) 

мебошад.

а) с

б)
г
j \ x  + У ds х  _  a (cos/ + ?siiu), у  = a ( s m t  - t c o s t )
г

(О < / < 2ж)

в) 1Ẑ 'S; С : x  = tCOSt; jh = / s i n f ; z  = 1 ( 0 < ? < / 0) мебошад.
г

2. Интеграли качхаттаи чинси дуюмро *исоб кунед:

а) ~У )dx + xydy  ̂агар Л(1;1), -б(3;4)-^исми хати рост бошад;
АХ

б) J(2a-y)dx + xdy.t с . x = a(/-sin/); .у = а(1-cos/), (0 </<2я-);

в)
с

3 6 4

J{y2 - z 2)dx + 2 y z d y - x 2dz c - x  = t - y  = t \  z  = t l (0 < f < l ) .



а) ^ydx — (y  + x )d y t к-камони параболаи у  = 2х — х “ мебошад, ки боло 
к

аз тири ОХ мехобад.

(3;3>

б) j  xdy + yck '

<l,2) ydx  + xdy

Кори мустакилонаи 12.1.2.

1. Интеграли качхаттаро *исоб кунед:

в) J 2 , дар кади ро^и интегронй тири °У -ро намебурад.
(2 ;1)
J

2 ;1)

;б;4;

jxd x  + yd y  -  zdz
(6;4;8)

jxc

2. Функсияи ибтидой ёфта шавад:

a) du = (2х  -  3 y)dx  + (Зх  -  4y)d y  ;

dx dy 
б) du ~ -------+х + у  х + у

Кори мустацилонаи 12.2.1.

1. Интеграли сатх,ии чинси якум з̂ исоб карда шавад: JJ(x  = + у  )ds ' агар

S- бо сат^и z 2 = х 2 + у г ва ^амвори^ои 2 = 0 , z = I маздуд карда шуда 

бошад.

2. Интеграли сатз^ии чинси дуюм ^исоб карда шавад:
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IJ ju fydz+ ydzdx + z t u f y '  s . кимати берунии сат^

х  + У + z  = R 2 мебошад.

3. Интеграли сат*й *исоб карда шавад, агар S сат*и паз^луи

—  Z L
конусиа 2 + a 2 + e 2 ~ U (0  £  Z < в )  бошад.

4. Интеграли сат*й *исоб карда шавад:

J J yzdydz + xzdzdx + xydxdy
s

агар S- цисми беруниитетраэдраи лг = 0, У = 0 ,  Z =  0 , X + у  + Z  = а  

бошад.

Кори мусга^илонаи 12.2.2.

1. Формулаи Гринро истифода бурда, интеграл*ои качхаттаи зеринро *исоб 
кунед:

a) J(1 ~ x 2)yd x  + j f ( l  + y - ) d y  ' L -  давраи X 2 + у 2 = a 2 

мебошад.

6) J  {xy + x  + y )d x  + (x}’ + x - y ) d y t Z -эллипси
L

мебошад.
a 2 b 2

2. Исбот кунед, ки интеграли JG^3 +ey )ix+  —  + хеу -  2 y \ i y  = 0 аст ки
г. V 4 J

дар ин 40 L  - хати сарбаста нисбат ба ибтидои координата симетрй 
мебошад.
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3. Масо^ате, ки бо параболами у 2 = х , х 2 = у  маэухуд карда шудааст, 

ёфта шавад.

4. Масо^атеро, ки бо эллипси х  = a  c o s t , у  = в sin t мгцдуд карда 

шудааст, ёбед.

Кори мустэдршонаи 12.3.1.

1. Бо татбици формулаи Стокс интеграли ка^хаттаи

<j(_y + z)dx  + (z + x)dy  + (х + }’)dz _p0 ^исоб кунед, агар L -
L

даврава x 2 + у 2 + z 2 = a ' , x  + у  + z  = 0 мебошад.

2. Интеграли ка^хаттаи + (х + y)dy + (x + у  + z)dz ^Hcog карда шавад,
с

агар муодилаи хати качи С - ба намуди параметрии X =  a  Sin /  , 
у  = a  COS/, z  = a(sin/ + c o s t ) , ( 0 <! / ^ 2 7 г )  дода шуда бошад.

3. Бо татбици формулаи Остроградский интегралх.ои сат^ии зеринро з̂ исоб 

кунед:

а) Я *  dydz  + у  dzdx + z  dxdy  ̂ g . сат^и берунии тараф^ои кутби
s

О< , х ^ а , 0 < у  < сс t 0 < z  < а  мебошад.

б) f t *  C0S а  ^  У cos Р + z  cos У i S  - щеми сат^и конуси
S

х 2 + у 2 = z 2 ( 0 < z < / j ) Ba cos а , cos f3 , cos у  - конусхои 

равонкунандаи нормалии берунй ба сат^ мебошанд.
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1. Массаи хати качи х = a  cos t, у  = в  sin (0 < t й 2 л )  ефта 

шавад, агар зичии хат дар ну^таи ( * , . } > )  б а ^ = | д > |  баробар бошад.

2 (2. Массаи камони параболам У = ^Р х  I ® ~ Х ~ ~ 2  ) - ро ёбед, агар

зичиихати И- =  |.у| бошад.

3. Координатами маркази вазнинии камони хати качи 

* = a ( t  -  sin  t ) ,  у  = а(] -  co s t) ,  (0 £ t < л )  -роёбед.

4. Лгцзаи статикии хати качи X =  t  COS t , у  =  /  sin  t , Z =  t  нисбат 

ба *амвории ХОу  ёфта шавад.

Кори мустацилонаи 12.4.2.

1. Массаи сат*и цутбй 0 < х < 1 ,  , 0 < у < 1 0 < z < 1 ёфта шавад, агар 

зичии сат* дар нущаи М  (лг; у ;  z )  ба JU ~  ХУ2 баробар бошад.

2. Координатами маркази вазнинии камони хати качи якчинсаи 

cxz — х  +  у  (0 < z  < а )  ёфта шавад.

3. Ла*заи инертноки цисми сат*и конуси 7 — ■у/х" +  у 2 (0 < z  < h)  

нисбат ба OZ ёфта шавад.

Кори мустацилонаи 12.5.1.

1. Хаткой мувозинати майдони скалярй сохта шаванд:

2 у
а) и = х  + у ,  б) « =  ^ г ( "  = 1 .2 ,3 ,4 )

Корн мустадалонаи 12.4.1.
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2. Хосилаи функсияи и -  у]х2 + у 2 дар нуцтаи -4(3;4) бо равиши а) 

радиус вектори ну^гаи А, б) бо равиши вектори q = {4;3} ёфта шавад.

Г
3. Майдони скалярии и — <-п дода шудааст, ки

r = J ( x - a ) 2 + (у -в )2 + (z -c )2 аст. Дар кадом нукга^ои фазоии P(x,y,z) 

нобаробарии — 1 и^ро мешавад.

X
4. Кунчи байни градиентом майдони и ~ ^ 2  +  ^ 2  +  z 2 ва нуцта^ои 

^ (1 .2 ,3 ) , /?(-3,1,0) ёфташаванд.

Кори мустащпонаи 12.S.2.

~гт _  2* 2 7*1. Дивергенсияи майдони вектории вектори г  -  х  I + у "  j  + z  к  ёфта

шавад.

J)_ - i x + jy + k z
2. Дивергенсияи майдони р 5-----J  дар нуктаи М ( 3 ;4 ;5)  ёфта

V* +У

шавад.

3. Сели вектории F  = х 2 i + у 2 j  + z 2 k  ба са-щи х 2 + у 2 + z 2 = 4  

муайян карда шавад, агар 0 < х < 2 , 0< у  < 2 ,  0 < z < 2 бошад.

4. Сели вектории F  = х 3 i + у 3 j  + z 3 к  ба сатз̂ и пагутуи конуси

2 2 < R2_ 2
х  + У п 2 z  , 0 < z < h  муайян карда шавад.

5. Ротори майдони вектори з̂ исоб карда шавад:
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а) Р = (х  -  2)/ + (л: + y ) j  — 2z k  дар цади периметри секунчаи А (1;0,0), 

5 ( 0 , 1;0),  С(0; 0;1) .>

б) Я = х 2у 3i + j  + z k  дарцади давраи х 2 + у 2 = а  ’ , z  = 0 .

1}авобз?о 

КМ. 12.1.1.

1. a) 1 + V2.  б )-^ -* (1 + 47г3) ' - 1 - B) j j -

67 -ч 2 12. а ) — . б ) - 2  л а  . в ) — .

КМ 12.1.2.

1. а) 4. 6)8. в )-1,5. г ) -2.

2. а) х 2 + Зху -  2 у 2 + с . б) ln ^ + ^ l  + с .

КМ.12.2.1.

2тгсг г~ Г ~— г
7 Г  г н л и -
л  , т а '  г~,

1 ,~ r z .  2 .4  п а .  з . —;— Ыа~+в  4.0.

яЯ4

КМ.12.3.1.

1
1. а) . 6 )0 . 3 . 3 — . 4. л а  в.

КМ. 12.3.2.

1.0. 2. - п а 1. 3. а) —  л» . б) 2 ^
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КМ.12.4.1.

. л /а 2 - в 2
sin------------

а

'4  4 ^  8&л/2г/л г

2в(в + - р ^ —_  arc s in — — — ) 2. ~ ~ (2 > /2 -1 ) .
л / а2 + в 2 а  3

3. 4. ^ [ ( З * 2 — 1)(2jt2 + 1)2 +1].

КМ.12.4.2.

3 25л/5 + 1 _я_.4
L 4-  2 ~ ^ Ы Г Г ) а - 3‘ л/2 '

КМ. 12.5.1.

д и ,
2. a) 1. б) • 3. Дар сферам z = 1, ц ( а , в , с ) .

8
4 cos 5 = —  

9 '

К.М.12.5.2.

l ' 2 ( x  + y  + z ) .  2. -j^r . 3. 6 л .  4. 0,1 л R~h(3R2 + 2 /? ').

1 , 6
5. а ) - .  б ) ± « * - .
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Боби XIII. Интеграл̂ ои аз параметр вобасга

§ 1. Интеграл̂ ои хоси аз параметр вобасга

1. Интеграли

ь

J  (.У) = \ f ( * , y ) d x (13.1.1)
а

-ро интеграли аз параметр вобаста меноманд, у  - параметр мебошад. Яъне 

интеграли аз параметр вобаста функсия аз параметри У - мебошад. Бигузор,

3 /д v дар росткунчаи R[a < х < Ь,с < у  < d] бефосила бошад. Дар ин 

*олат формулаи зерин чой дорад:

Агар а ва b низ аз параметр вобаста бошанд, пас интеграли (13.1.2) чунин 
навишта мешавад:

Ь(у)
J { y ) =  j f ( x , y ) d x  (1313)

а(у)

Хосилаи (13.1.3) нисбат ба параметри У бо формулаи

\исоб карда мешавад.

2.Агар функсияи f(& y)  дар росткунчаи Я[а ^  х < Ь,с < у  < d] 

бефосила бошад, он го* чунин формулаи интегронй чой дорад:

(13.1.2)
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J  b h J

\ j ( y ) d y  = \ d y \ f ( x , y ) d x  = \ d x \ f { x , y ) d y  (J3л 4)

Мисоли 13.1.1. Худудро хисоб кунед:

dx
lim f -  a —* 0 J | 2 2 + x  + a

3{ал. Азбаски функсияи зериинтегралй дар порчаи интегронй бефосила 

мебошад. Бинобар ин, дар зери интеграл ба *удуд гузашта, *осил мекунем:

.. a+r dx  V dx  i> it
Й 8 J t 7 I w  = ] ' ^ = агс<8х 1 = агс& - аг« 2 Р = ^ .

Мисоли 13.1.2. Интеграли | х  (In -£) dx ^ с о б  карда шавад, дар
о

Чое, ки  т  ва п - адад^ои мусбатанд.

V.." _ IХал. Интеграли ] х  ах -  —— . ро MerapeM) ки дар ин чо

/ (х ,т ) = х т мебошад, дар интеграли 0<лг<1 *ангоми т >0 будан 

бефосила аст. Акнун *осилаи ин интегралро нисбат ба параметри W *исоб 

мекунем (13.1.2):

\ x mdx  = ( х т In xdx  = ---------—
dm '  о (m +1)

Бори дигар нисбат ба ТП дифференсиронида , *осил мекунем:

2\ x m( \ n x ) 2dx = 
О (™ + 0 '  ■

373



Хамин тавр, такроран П -маротиба нисбат ба параметри М х,осила 

шрифта, хосил мекунем:

Мисоли 13.1.3. F '(а ) - ёфта шавад, агар

а
F  ( а  ) = j f ( x  + а , х  — a ) c t x  бошад.

о

Хал. Фарз мекунем, ки F ' ( u , v )  t и = х + а ,  v = x - a  ^осила^ои 

хусусии бефосилаи тартиби якумро дорад. Он го*

а
F ' (а ) = / ( 2 а  ,0 )  + J [ / „ ’( « . v )  -  / v'(m,v)]c/x мешавад,

о

цайд мекунем, ки

Of OL

J ( / , ' -  f : )dx = 2 J fld x  -  / ( 2 a , 0) + / ( « , - « )  acT>
0 0

аз ин цо

a

F  i a  ) — У ® ) "*■ мебошад.
о

Мисоли 13.1.4. Интиграпи аз параметир вобастаро хисоб кунед.

J W ,  j i o L L L ^ l *
о 1 + *

3{ал. Х°силаи J(X) - ро нисбат ба А бо формулаи (13.1.4) ^исоб 

мекунем:

I
'1
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£ £ =  f ----------- i —
d i  *(1 + я» )(' + *) 1 + я!

Интеграли тарафи ростро *исоб мекунем:

xdx \  (х  + X)dx___ Af Atfoг_____ xdx______ _ г (x  + A)ax  _ г лах______  
J (1 + Ax) ( l  + x 2) ~ '  (1 + A2) ( l  +  x 2) 0J (1 + A ) 2(l  + A x )

Г Г д г1п<1 + д ,)  + 1 а 7 7 Т ' " ( 1 + ^  + T + V ° rc's*

1 + A! 2 (1 + Я ) 1 + Л!

*амин тавр, пайдо мекунем:

8 J _ 3 M l i A l ) + Л 
ЭЛ 2(1 + Я2) 1 + Л!

азинчо

3 ln( 1 + А2) , А
J ( A ) = J ----------- , . , arctg А

2(1 + А2) 1 + А
dX  =

2 i  I + Я ! 0J 1 + Я ’

Интеграли авваларо бо *исса*о интегронида, *осил мекунем:

У (А ) = arctg X ■ ln( 1 + А2) -
2 ft 1 *г А

д A arctg А

о 1 + '
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b a hX - X  _
Хал. Азбаски |п х  ~ ]х  аУ аст,

а

бинобар ин,

I к
J  = j d x  j x vdy

Мисоли 13.1.5. Дар зери интеграл ба интеграл гузашта, хлсоб кунед:

мешавад.
о а

Функсияи f  ( х ,  у )  — х у дарросткунчаи Л[0 < х < I ,а  < у  < Ь] 

бефосила мебошад.

dyJ =  jd y jx * d x  = j ^ - = \ n ( \  + y)fa =
a 0 а •У

= ln( 1 + b) -  ln( I + a  ) = In
1 + a  ’

Мисоли 13.1.6. Интегралро *исоб кунед:

J
■ Ж )

X*- х а . 
■dx

lnx

Хал. Мисоли гузаштаро истифода бурда, *осил мекунем:



Функсияи f ( x >y) — x ' sin(ln ) дар росткунчаи Я[0 < * < 1,а < у  < Ь \

бефосила мебошад, бинобар ин, тартиби интегрониро низ иваз намудан 

мумкин аст:

(  п , х  = е~'
In — ofr =

< х )

тъ»1II•8

= Jdy°\e'nl+y) sin tdt = J-— = arctg{\ + .у)Г =
:  J0 iiy+ l) +1 lo

= arctg  (1 + b) -  a rc tg  (1 + a ) .

§ 2. Ингеграл̂ ои гайрихоси аз параметр вобаста

1.Интеграли зеринро мегирем:

(13.2.1)

дар ин so / ( Х>У) дар со^аи R[o < х  < ю ,с < у  < d] муайян карда 

шудааст. Ифодаи (13.2.1) интеграли гайрихоси аз параметр вобаста мебошад. 

Мо мегуем, ки интеграли (13.2.1) дар интервали п< у  < d  мунтазам 

наздикшаванда аст, агар барои харгуна £  >  0 чунин номери N(e) ефта 

шавад, ки барои ихтиёрй Р  ^  N ( e )  нобаробарии

TW
J f ( x , y ) d x Z e

барои ихтиёрй У £ (с, d)  якбора ичро шавад.

Критериям Коши. Барои он ки интеграли (13.2.1) дар интервали (c \ d )
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мунтазам наздикшаванда бошад, зарур ва кифоя аст, ки барои *аргуна 

£ > 0 ,чунин номер N (e) ёфта шавад, ки барои ихтиёрй у  е (с;d) 

нобаробарии

И
j f ( x , y ) d x Z s

а

якбора ичро шавад.

Аломати Вейерштрасс. Агар \ f ( x , y ^ < F ( x )  бошад, рангами

ар

а  < х  < оо будан интеграли гайрихос jF(x)dx  наздикшаванда бошад, он
а

го* интеграли (13.2.1) дар интервали (c',d) мунтазам наздикшаванда 

мешавад.

И. Агар функсияи f i x ,  у )  дар со*аи R  муайян бошад, нисбат ба х  

бефосила ва дар *олати У —> Уо е  (с>^) мунтазам ба функсияти *удудй 

майл кунад, дар порчаи охирноки [я; А] ва интеграли (13.2.1) дар 

интервали (c,d) мунтазам наздикшаванда бошад, он го*

X X  00
Jim j f ( x , y ) d x  = Jlim f ( x , y ) d x  = \g{x)dx  мешавад

о a' a

Агар функсияи дар со*аи 0 < х < «э, с < у  < d  бефосила

ва интеграли (13.2.1) дар интервали (C',d) мунтазам наздикшаванда бошад, 

он го* J(y )  функсияи мунтазам бефосила дар порчаи [с; мебошад. 

Мисоли 13.2.1. Со*аи наздикшавии интеграли
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sinx  , 
-dx

I x ' + s m x  (p>0) ёфта шавад.

Хал. Интеграли додашударо ба ду интеграл чудо мекунем: 

"г sin xdx _ V sinxcfo + *r_ sin xdx
j  -L. СI n  v  J  y p  X  « i n  V J 10’x^ + sinx j x ^ + s i n x  ' j r + s i n x  

азбаски 

r , 4 s inx  1
J W  -  ~~z : *  p-1 , , , x -> 0 аст. x p +s i nx  дг + 1 ’

пас, интеграли якум барои ихтиёрй р  наздикшаванда мебошад, нуктаи (*=0) 

нуз т̂аи каниши бартарафшавандаи функсияи Дх) мебошад:

sinx sin* sin2* f  1 'I sinx

1 cos 2x
■ + -

2 x 2p 2 x 2p 

ва интеграл^ои

*2 р ' + Ух2р)  x p

, - >0

’(•sinx , *fCOS2x
------ dx — —— dx

J  V P  > J  Y  2 P

Trdx
*ангоми p>0 наздикшаванда мебошанд, интеграли J iP тан*о дар *олати

I х

Р > у  будан наздикшаванда мебошад, *амин тавр, интеграли додашуда 

*ангоми Р > ~  будан наздикшаванда мебошад.
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Мисоли 13.2.2. Интеграли 

dx
■С(лГ+Л)и+1 ’ ^  - адади бутуни мусбат, А > 0 н>исоб карда шавад.

3{ал. Интеграли зеринро мегирем: J
dx

iК ^  + я у  ■

dx 1 ж
•ДА) = J-

j  (х2 + А)2 2 2А3/2 ' 

Такроран П - маротиба дифференсиронида, *осил мекунем: 

*Г dx _  1 3 - 5 - ( 2 w - l )  л
J;I  (х2 + А)"+| 2 • 4 • 6 • • • 2 т  2 А ^ Г  

Мисоли 13.2.3. Хнсоб карда шавад:

y  = ] £ l z £ ^
о *

З&ш. Нисбат ба параметри А дифференсиронида, >;осил мекунем:

dJ  "г _ Лг , 1 ЗУ 1—  = е ах = — -----= — / - I n  Я
ЗА |  А • ЭА А ’ 1ПЛ- 

Мисоли 13.2.4. Исбот кунед, ки

X
F { a ) = \ e - ^ d x

О

функсияи бефосила нисбат ба параметри & мебошад.

5{ал. Гузориши X = a + t  - ро ичро намуда, меёбем:
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*  Я

F (a )=  je~l'd f  = fe~/1d t+ je~ ,2d/

Азбаски функсияи e ' бефосила мебошад, бинобар ин, j e dl функсияи
о

бефосила мешавад. Он го* функсияи /•'(ог)-^ам функсияи бефосила мебошад.

Мисоли 13.2.S. Нишон ди*ед, ки функсияи

ч “г cos*
== —:------ -jdx ( - 0 0  < а  <+оо)

>\ + ( х  + а )

бефосила ва дифференсиронидашаванда аст.

Хал. Гузориши х  + а  =1 -ро ичро намуда, *осил мекунем:

О » + * Q 1 + 1

аз баробарии охирон нисбат ба а  - *осила гирифта, меёбем:

П а ) .  1 . " г ш ( Ц й л  
0J 1+/2 1 +а  J 1 + / 2

азбаски функсияи

. s i n ( f - a )
f ( t , a )  = ------- ;— , 0 < / < о о ,  -  со < а  <  +оо

1 + г

бефосила ва интеграли (*) бо аломати Вейерштрасс мунтазам наздикшаванда 

*ангоми |о| < 00 аст, бинобар ин, дифференсиронй дар зери интеграл дуруст 

мебошад. Дар ин асос F \ a )  дар интервали — со < а  <+со функсияи 

бефосила мебошад.
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§ 3. Ингеграл^ои Эйлер

1. Гамма-функсия. Интеграли

Г ( р )  = J x p- 'e ~ xdx (13.3.1)

гамма-функсия номида мешавад. Дар *олати 0<р<оо будан интеграли

(13.3.1) наздикшаванда аст. Гамма-функсия *осилаи бефосилаи тартиби 

дилхо*ро дорад ва формулаи зерин чой дорад:

К'

Г « \ р ) =  \ х р- \ \п х У  e-*dx (А; = 1,2,...)
О

Гамма-функсия дорой як цатор хосият^о мебошад. Агар р>0 бошад, пас,

Г (р  + 1) = рГ(р)  (13.3.2)

мешавад.

Агар п  - адади мусбати бутун бошад, он го* Г  (п +1) = п ! мешавад.

Агар 0<р<1 бошад, пас

Г(р)Г(\ - р )  = - ■-■■■■-  (13.3.3)
sin;rp ’

2. Бета-функсия. Интеграли

B (p ,q )  = Jx ^ 'O  -  x)4-'dx  (13.3.4)
о

бета-функсия номида мешавад. Интеграли (13.3.4) барои цимат*ои р>0, q>0 

наздикшаванда мебошад.

Хангоми р>0 , q>0 будан интеграли
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х. /*>->
B(p,q) = f— -

h + t y р*ч-dt (13.3.5)

наздикшаванда мебошад. Байни В  ва Г  - функсия алоцамандии зерин 

мавчуд аст:

В(р ,д )  =
Г ( р ) П д )

пас,

Г ( р  + д) ■ ^13-36)

Бета-функсия нисбат ба аргументной худ р  ва q симметрй мебошад,

B (p ,q )  = B(q, р).

Мисоли 13.3.1. Интеграли Эйлер-Пуассон

ро

^исоб кунед.

Хад. Гузориши х '  = t -ро ичро менамоем ва ^осил мекунем:

j e ^ d x ^
х 2 - t  dx =

■ Л

dt
i 4 t

l —l
= - ft°~e~'dt = l r J v _ V w  

2 /  2 n f - ~

Mhcojh 13.3.2. f{{)-po  >;исоб кунед

^ал. Аз (13.3.2) истифода бурда, меёбем:

» W , + f

Мисоли 13.3.3. Хисоб кунед:
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Ix me~x dx (»>0).

Хал. Тагйирёбандаро иваз намуда, меёбем:

f x me-*"dx =
1 

t = x", d x - —t" dt 
n

■='4t «о n \  n )■

Мисоли 13.3.4. Хисоб кунед:

— ^ - T  dx 
0 ( i + *) '

Хал. Барои *алли ин мисол аз формулами (13.3.5) ва (13.3.6) истифода 
мебарем:

f , dx = f- - X* , dx = ( 
0J ( l+ x ) ‘ о 0  + x )‘ J

-dx = В
°(1 + jc) / 4 4 

Мисоли 13.3.5. Интегралро *исоб кунед:

3 5
4 ’ 4

'Ш ;
Г(2)

j x 2y ja2- x 2dx (о>0).

Хал. гузориши X — GCyft -ро истифода бурда, *осил мекунем:

j x 2J a 2 - x 2dx =
х = ayft 

adt
dx =

2 VF

“ Jf’ d  - t ) 4 t  =
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х/2

Мисоли 13.3.6. Хисоб кунед:

JsirTxcos" jo/t

Хал: Бо методи гузориш здесоб мекунем:

я/2
Jsin'" xcos" xdx =

sin x = -jt,0 < t < 1 
dt

cos xdx ■

1 1 w+l /,+l . i / , i ,1 1 r —  , “ -1 , 1 J  m +1 n +1= - j t  * 0 ~ t ) 2~dt = -E\
2 V 2 2

Кори мустакилонаи 13.1.1

^  dx 1 P
1. Аз баробарии J ^  i + x 2 ~ ~^arctg ~  истифода бурда, интегралиa

r dx
J (jc2 + a  2)3 'po *исо6 кунеД-

P ^  1

2. Аз формулаи J r ~  = ln( 1 + a /? ) истифода бурда, бо ёц 1 + ах

дифференсироня бо параметр формулаи зерин з^осил карда шавад:

Р

ерии

xdx 1 ln(l +afi) P
a ( l  + a P )  '

3. Бо ёрии дифференсироня бо параметр, интеграл^ои зерин з̂ исоб карда 
шаванд:



rarctgocx Vln(l - a 2x 2)
a) J /, 2 , 6) J-  , - - 2 ctx ( a iZ \).

o W l - x  о x V1 — д:

' abc| jm Г_________
4. Ёфта шавад: „ >* J v .

О 1 + 0 + - ) "
n

Кори муста^илонаи 13.1.2.

к! 2г arctg(cugx)
1. Интеграли J \a > J *исоб карда шавад.

0

arctgx _  '(■ dy
2. Формулаи ~ “  J | 2 2 -ро истифода бурда, интеграли

o

j-arctgx dx
I ~ /, T  - ро *исоб кунед.
I V1 ~ x

3. Интегралро *исоб кунед:

'(■ (  l ^ - x "
У = lcos in— -------— dx

1 { x )  Inx

4. Интегралро *исоб кунед:

dx
fln(l + sina -cosx)

cosx

Кори муста^илонаи 13.2.1.

1. Со*аи наздикшавии интеграли



2. Дойр ба мунтазам наздикшавй тадциц кунед (аломати Вейерштрасс): 

rrCOSfla
а)

(■cosaa ,
I - ----- - d x

l l  + x-  ’ (-00 < а  < оо),

f in7' X

в) - П < °°  ̂■

® А2+х"

3. Ёфта шавад: = f e * dx
о

Кори мустацилонаи 13.2.2

1. Бо параметр дифференсиронида, интеграл^ои зеринро *исоб кунеда:

-dx

2. ^исоб кунед: 

arctgXx

б) J-

ln(l + crcosx) dx
cos л:

gc

a) / х ( 1 + х 2)
dx 1rx2 -  x"

dx

1. Хисоб кунед:

.) ;0

б) Г(-2,1);

Кори мусгафшонаи 13.3.1.

( П - бутуни мусбат),

в)
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г) - -  I!
dx

д) J l  + ;c3 :

e) j [ ln“ } ix’ (P>-D

1. Хисоб кунед:

Кори мустакилонаи 13.3.2.

i

а) ”xdx  ; 6) Jsin 6 x cos8 xdx

\  dx
■) J,, л/з -  cos x

2. Ёфта шавад:

dx
r)

a) I^ 2 ^  ~*~dx. (a>0), 6) J4r- - -
о о VI — x

1}авоб^о 

KM.13.1.1.

3. a) -^-lnta + Vl + a 2), 6) n (y j \ - a 1 -1 ), 4. In

KM.13.1.2.

1. ,/(er) = -|SgAln(I + 101). 2. - |(1+ V 2).

2e 
1 ’
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1 в2 + 2 в + 2
2 а 2 + 2 а + 2 4' ™ -

КМ.13.2.1.

1- п > 2  ё и < 0 -  2. а) мунтазам наздикшаванда, б) мунтазам

-2 2наздикшаванда, в) мунтазам наздикшаванда, 3. ~ у е

КМ. 13.2.2.

1. а) 1п(1 + а ) , б) я а г с ъ т а ,  2. a) — ln(l + A) б) |п * - -■+ ^
2 ’ \ +ц

КМ.13.3.1.

1 J  П  4 я: л/2
1. а) - / | и - + - J ,  б) -4,5781 , в) — , г) 0.1225,

е ) Г ( р  +  1 ) .

КМ.13.3.2.

\ J n + \ .  и + А 5п 1 „Г 1 П
1 °> Г  J ■ 6)?-

2 4 2  2

(4и-1)!я- 2„+, п
2  а )  ( 2 и  +  1 ) ! 2 2я+3 ’ б ) 2 л / 2 '
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Боби XIV. Катор ва интеграли Фурйе

§ 1. ф тори  Фурйе

1. Бигузор, системаи функсиянои тригонометрии

I та ■ ях клх . km-  cos— sin—  cos----  sin----
2 ’ Г  I

дар порчаи [-/; /] муайян карда шуда бошанд. Р^атори тригонометрии

г, Л а .  тг( клх  _ . к л х \  
f i x )  = —  + 2 J  . cos—  + A  sin— I’ (14.1.1)

цатори Фурйе номида мешавад. Коэффитсент^ои к;атори Фурйе Ц, ва Д  бо 

формулами

a* = y f / ( * ) c o s ^ p f r  p k = - ^ f { x ) s m ^ j - d x  (14А 2)
- I  - 1

муайян карда мешаванд.

Агар функсияи f i x )  дар порчаи [ -л ,л ]  бо даври 2 л  муайян карда 

шуда бошад, он го* цатори Фурйеи функсияи f i x )  чунин намуд дорад:

ОС уЧ
f i x ) = -z- + 2 l i a k coskx + Рк sin кх) (14.1.3)

2 *=i

ки дар ин но

1
-  \ f i x ) c o s k x d x ,  (А = 0,1,2,...).

—71

1 *

Рк = — J/Wsinfoafc, (А = 0,1.2....). (14.1.4)
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Агар цатори (14.1.1) ё (14.1.3) наздикшаванда бошад, он го* суммаи цатор 

S(x) функсияи даврй бо даври 2ж мебошад, яъне

S (x  + 2л-) = S ( x ) .

Дар *олати f ( x ) -  чуфт будан, цатори Фурйеи он чунин навишта 

мешавад:

s ,  n 'V' кях  2 ‘t rr . kizx .f i x )  = —  + 2^ «* cos — . а„=  -  J /(x )c o s— dx
^ 1 * " 0 Z '

^ангоми ток, будани функсияи f ( x ) цатори Фурйеи он дар порчаи 

чунин намуд дорад:

f ( x )  = Y JPk s m ^ d x .  Pk = - ‘j f ( x ) s i n ~ d x

Мисоли 14.1.1. Функсияи даврии f{ .x )  — x  + 7C -ро дар интервали 

{-л ,  л ) ба катори Фурйе па^н кунед.

Хал. Коэффитсент^ои цатори Фурйеро аз (14.1.4) муайян мекунем:
1 1 К  X  | Я

а г ^ f ( x )d x  -  — |(л- + x)dx  = J<£t + — Jxdx =
^  —я  ^  - Я  -Ж  ^  - К

Iя 1 ?\*x\ + ----X = Л - ( ’-ж) = 2ж
U  2 n  U

j  Ж j  Я  к  я

cck = — | /  (x) cos kdx = — J(x + л )  cos kxdx = j x  cos kxdx + Jcosfc«ft: = 0

1 X 1 Л 
bk = — \ f (x )s \nkdx  -  — \(я  + x)sinfoc(ix: = 

л  i  ж

и -  x; du = dx

dv = sin kxdx: v = - —cosAx 
k
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аз ин 40 *осил мекунем:

к=I

Мисоли 14.1.2. Функсияи / ( * )  ~ х  2  "Р° даР порчаи [0; 2] ба цатори

Фурйе па*н кунед.

Хал. Функсияи додашударо бо тарз*ои гуногун ба цатори Фурйе па*н 

намудан мумкин аст.

1. Функсияи /(х )-р о  дар порчаи [-2,0] ба тарзи чуфт давом меди*ем. Дар 

*олати f = 2 будан аз (14.1.2) меёбем:

а т
1 ттсс 

X -----X COS------- dx= dv = cos m mdv = cos------
22 ) 2

2-------- . ттсс , 
v = -----sin------ axdx

mn 2

2 о 2. m JVC 2 (
sin ---------------

. . mnx , 1 -  x )s in —:— dx =



2 г., m m  
J(1 -  x )s in ------dx =

m n
2 m m  , . m m

v = ------- cos------ ,dv  = s in------ dx
m n  2 2

и = 1 -  x, du = - d x

m n
m m  i2 4 r m m  , 

( l -x ) c o s -----  + ■, ? cos------dx =
0 1° mV  j ?

4 4
cos тяг

m 2 n 2 2 2 2 2 m n  m к

К  = ~t ) /(■x) s i n *  = J(* ■- \ x 2 Уs i n = 0 .

*амин тавр, *осил мекунем:

/ ( * )
1 4 v ^ (l + ( - l ) )m m m  1 8 1

= ----------------r >  -------- V .  ”  - C O S ----------= --------------- ( — C 0S7T
3 m 2 2 3 n  2

x  +

1 о 1 о л+ — cos2?r jc + —cos37rx + ---)- 
4 6

2. Акнун функсияи f ( x )  -ро дар порчаи [—2; 0] ба тарзи ток; давом меди*ем:

■ЗН4 1

. m m  ,sin------d x -

и = х - —x 2,du = (1 -x )d x  
2

. m m  ,dv = sm ------dx,
2

2 m m  ,
v = -----cos------ dx

m n 2

X - - X 2
mn  V 2

m m j  2
cos-----  + -----

2 lo mn
fa-*) mnx ,

cos----- dx =
2

2
mn

f(l-x) m m  , 
cos------dx =

и = 1 -  x,du  = -dx ,
m m  . 2 . m m

dv = cos------dx,v = ----- s m ——
2 m n 2
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т
‘t . . . тлх  |2 4 > . тлх ,
— 0 - x ) s w - —  + —r—- sin------<& = 
-n1--------------- 2 lo m л  0J 2

8 ягяз: ,r 
cos-

т ъл* 2 lo /И 7Г

8 mroc 8 —  cos — + -----
2 m sn s

m3x Т[1 - ( -1 Г ] ,  a m = 0, (m = 0,1,2,...).

Дар ин *олат цатори Фурйе чунин намуд мегирад:

8 v 4 ] - ( - ] ) ra . тлх 16 лх
-sin-

п т
= —г (sin —  +

Л

1 . Ълх 1 . 5та .
+ —̂-sin-----+ — sin ------+ •••).

З3 2 53 2 '

Мисоли 14.1.3. Функсияи /СО-^п^-ро дар порчаи \-л\п] ба натори 

Фурей па*н намоед.

3£ал. Азбаски функсияи додашуда чуфт мебошад, бинобар ин, Д„ = 0 

аст. Дар порчаи [0; тг ], /(x) = sinx мебошад.

2 я ^
«„ = ~  Jsin х cos xdx = — f[sin(l + n)x + sin(l -  n)xdx] ■■ 

к  i  n x
i ' f r  .
7Г

1 cos(l + n)x cos (l — л/)дг
I - 1

"1-cos (l + п)л cos (l - п)л
л 1 + п 1-п 0 71 1 + и 1 -п

Агар П- чуфт бошад, n = 2k , он го* cos(l±w);r = 1 ва a„ =
7Г (1 — 4A:2 )

аст. Агар n -ток; бошад, п * 1 , он го* = 0 асх. Дангоми п = 1

формулаи - ёфтаамон гатбик; намешавад, бинобар ин, ало*ида ёфта 
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мешавад:

а, = — fsinjccosxrfx = — fsin jcc/(sinjc) = £Ю_:* | = o
ТГ J IT •> Ж 0

Ин натича^оро дар (14.1.3) гузошта ^осил мекунем:

1 • I 2 4 sin X = --------
ж ж

cos 2х  cos 4х cos 6х + ---------+ --------- + •
1 -3  3 - 5  5 - 7  

§2. Интеграли Фурйе

1.Агар функсияи /(■*) дар интервали дилхо^и тири ОХмутлац
VJ

интегрондашаванда бошад ё худ | | / ( х)Их наздикшаванда бошад, он го^
—~П

барои вай интеграли Фурйе чой дорад:

|  ЭР X

f ( x )  = — \d z^ A u )c o s{ u -x )d u  (14.2.1)
я  о о

Интеграли Фурйеро дар шакли комплекса чунин навиштан мумкин аст:

А х )  = ^  ) d z  } / ( « У '<и- ' ,Л г . (н.2.1)

Барои функсияи чуфт интеграли Фурйе чунин навишта мешавад:

2 +* * 
f ( x )  = — Jcos zxdz J/(k ) cos zudu

ва барои функсияи тоц ин тавр аст:

2 +® оо
f { x )  = — J sin zxdz J/(w)sin zudu
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II. Бо маф^уми интеграли Фурйе табдилди^ии Фурйе зич алоцаманд 

мебошад. Табдилди*ии Фурйе дар намуди умумй чунин навишта мешавад:

F (z )  = -± r ) e * f ( x ) d x  
V27r _{ 

f ( x )  = 1 L ] e - * F ( z ) d z  
V27r jL

а) Косинуси-табдилди\ии Фурйе:

f c(z) = *jf(x)coszxck

/О ')  = ^  ) ,  (x) cos zxdz

б) Синус-табдидщции Фурйе:

/ ,  (z) = \ f ( x )  sin zx dx _

f i x )  = J — ) / ,  0 )s in  zxdz
\ 7Z л

Мисоли 14.2.1. Функсияи додашударо ба намуди 
тасвир кунед:

6 ) / w  =[е , х  > 0 ’

Хал. а) Функсияи додашуда ток; мебошад. Бинобар ин

(роста)

(баръакс)

(роста)

(баръакс)

(роста)

(баръакс) 

интеграли Фурйе

!, О < х<  3 
, х  = 3 
», х  > 3.

, *осил мекунем:

3 9 6



ре -I ■ , I- e_'(sina/ + acosaOi° «J  = lim е s i n a f A  = h m — ------------ -----------  = ------ г 
J-------------------- р-*х------------1 + а --------------- 'Р \ + а  ’

аз ин чо *осил мекунем:

. .  ч 2 *}а sin а х  , 
fix ) = -  I -  — da * * 0 . 

л $ 1 +а

б) Функсияи f ix )  тан*о дар интервали (0;+оо) муайян карда шудааст. 

Бинобар ин, вайро бо намуди гуногун, бо ёрии интеграли Фурйе навиштан 

мумкин аст. Дар *олати чуфт будан f (х) -ро ба интервали (—оо;0] давом 

дода, меёбем:

ч 2 *r , V , 4 xrcosaasin3o; . 
f(x) = — cos ахах cos atat = — ----------------da

K 0 0 *■ 0 a

Дар мавриди ток; будан f i x )  онро дар интервали (-°°,0) давом дода *осил 

мекунем

г/  \ 2 "г- , ’г, . , 4 ° f ( l - cos 3a ) s i nax  , / ( х) = — sina x d a  2sina t d t  = —  d a
* o  о *o  “

Мисоли 14.2.2 Косинус ва синуси табдилди*ии функсияи 

f(x) = e ' -ро ёбед: (л- S 0)

3{ал. Косинус табдилди*ии функсияи додашударо меёбем:

Интеграли дохилиро бо формулаи цисм-цисм интегронй хисоб мекунем:



f c ( z )  = “ cos zudu

«  j 

азбаски j e cos zu^ u —

■«-JF

\ + z - аст, пас,

1
f c \ * ) л I z 2 + \ ’ SaMHH тавр, меёбем:

\ n  z  + 1

дар навбати худ ба функсия^ои f c (z), f s (z)  косинус ва синус табдилдизрш 

Фурйеро татбиц намуда, з^оснл мекунем:

2 ”fcoszx , 2 ° r s i n z tL fCOSZX , I  r s inzc .
- \ - ^ - — dz = e x ~ \ —r — d z ^ e x 
n * z - + l  ’ n l z  + 1

Кори мусшднлонаи 14.1.1.

1. Функсияи додашударо ба цатори фурйе пазрт намоед:

а) Д х )  = Г , ( - я ; » ) ; б) Д х )  = х2, [-1;1].

2. Ба цатори Фурйе функсияи даврии f i x )  = я - 2х-ро (Г = 2 л )  дар [0;тг] 

паз̂ н кунед Д х )  -ро дар порчаи [0; к ]:

1) Бо тарзи чуфт,

2) Бо тарзи ток; давом диз^ед.

3. Функсияи даврии додашударо ба цатори Фурйе па^н намоед:

Д х )  = |х|, - 1 < х < 1 ,  / ( х  + 2) = / (х) .
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Корт мустацшюнаи 14.2.1.

1. Функсияи додашударо ба намуди интеграли Фурйе тасвир кунед:

а) / ( * )  =

О, xZO 

ЛХ, 0 <Х<1  

О, х>0,
б) / ( * )  =

sinx,

|0,

2. Косинус ва синус табдилди*ии Фурйе ёфта шавад:

/00  =

1, 0 < х  <ос 

1
—, х  = а
2
0 , х > а .

З.Табдидди*ии Фурйе ёфта шавад:

I х, - 1 < х < 0  

Д х )  = - Г х, 0 < х < 1

0, |х|>1.

Навобхо 

К.М.14.1.1.

е - г \  1 ^ н ) "  . Ч1
1. а ) -----Z-----Ь  + L 1------2 (C0S т  + п Sln »“ )],L я=1 I + П

1 4 ^  (-1)“
б) t  + t Z . — — cosm7Dc.3 л  т 

8  ^  c o s ( 2 » j +  1 )х  

2’ л  t t  (2т + I) 2 '
1 4 ^  cos(2« + 1 ) ш  

3- 2 ~ T * h  (2/7 + I)2

- j rZ xZ j t  

|х| > л.
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КМ. 14.2.1.

"r(asina +cosa -1)coscet + (sina -acosa)sinccc 
! a) j-----------------------------—2----------------------------- dx t

l  rs in a a :s in 7 E C  ,

* > n r ^ ~ d a -

. IT sin az [2
2. /Д г) = J ------------

V n  z V n
1 -  cos az

. 2i £z- s in z - zcosz
3. F ^ )  = -

■Jbt ((I + z2)

4 0 0



Боби XV. Муодилахои дифференсиали 
§1. Муодилахои дифференсиалии тартиби якум

1.Маф^ум^ои асосй. Муодилаи дифференсиали гуфта дар намуди умумй 

муодилаи

Н х ’У’У’ ...... , / ' ' ) = 0  - ро

меномем. Кадоме, ки алоцамандии У ва тагйирёбандаи новобастаи X ва 

хосилахои онро ифода мекунад. Тартиби муодилаи дифференсиали гуфта 

тартиби калонтарин хосилаи онро меноманд. Агар функсияи чусташаванда аз 

як аргумент вобаста бошад, муодилаи дифференсалии оддй номида мешавад. 

Агар функсияи чусташаванда аз якчанд тагйирёбандахо вобаста бошад, 

муодилаи дифференсиали бо хосилахои хусусй номида мешавад. Дар ин 

мавзуъ ба омузиши муодилахои дифференсиалии оддй машгул мешавем.

Халли муодилаи дифференсиали гуфта функсияеро меномем, ки хангоми 

дар муодила гузоштан, муодиларо ба айният табдил дихад. Масалан,

у  -х + у , У =xsinx+y - муодилахои дифференсиалии тартиби якум ва 

и _
У +У~X  - муодилаи дифференсиалии тартиби дуюм номида мешаванд. 

Муодилаи дифференсиалии тартиби якум

F(x,yyl)= 0 ё у '= А ъу)- ро

мегирем. Бигзор, У = А,Х) халли муодилаи дифференсиали бошад. Графики 

ин функсия дар х,амвории системаи координатам ХОу , хати кач мешавд.

Теоремам Коши. Агар дар муодилаи У  =fix ,y )  функсияи f i x , у ) ва

И
Хосилаи хусусй нисбат ба У’ Qy Дар ягон сохаи х амвории хоу бефосила

бошад, он гох аз дилхох нуцтаи (*о >)/о ) - и и н  соха якто ва фак;ат якто хати 

качи интегралии ин муодилаи дифференсиали мегузарад.
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Шарти дода шудани цимати функсияи У дар нук̂ гаи х о -ро шарги 

аввала (ё шарти Коши) меноманд ва он чунин навишта мешавад:

у /„ - х0= у (*о) = У о .

Масъалаи ёфтани *алли муодилаи дифференсиалии У  =/ { х>у) бо шарти 

авваларо масъалаи Коши меноманд.

З^алли умумии муодилаи дифференсиалии У  — гуфта функсияи

y=<f(x,C) - ро меномем, ки шартх,ои зеринро цаноат мекунонад:

1) барои дилхо* цимати доимии С муодилаи дифференсиалии У =/{х>у) - 

ро цаноат мекунонад;

2) барои х,аргуна шарти аввала *амин гуна цимати Q  ёфта мешавад, ки

у = 4 х ,С 0) шарти аввалаи додашударо цаноат мекунонад.

З^алли умумие, ки ба намуди

</(х,у,С)=О

навишта шудааст, интеграли умумй номида мешавад. Агар дар *алли 

умумии у — <р(х,С) цимати С=С0 *айд карда шавад, он го* y-(jix,C^) *алли 

хусусии муодилаи дифференсиалй номида мешавад.

2. Муодилаи дифференсиалии бо тагйирёбанда*о чудошуда. Муодилаи 

дифференсиалии

f{x)dx+f2(y)dy= О

муодилаи дифференсиалии бо тагйирёбанда*о чудошуда номида мешавад. 

Ин муодиларо интигронида, интеграли умумии онро меёбем:

j f{x)dx+ j f 2{y)dy=C_

Мисоли 15.1.1. Халли умумии муодилаи дифференсиалии 

y 2dy=(\-2x)dx-ро ёбед:

3£ал. Муодилаи додашударо интегронида, *осил мекунем:
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^>'3 = * - х 2 +С ё у=^ЗС0 + З х-З х2.

3. Муодиладои дифференсиалии бо тагйирббанда^о чудошаванда.

Муодилаи дифференсиалии намуди

(15.1.1)

муодилаи дифференсиалии бо тагйирёбандах,о чудошаванда номида 

мешавад.

Х,ар ду тарафи муодилаи (15.1.1)- ро ба <Р\ / г  (у)таксим иамуда, 

^осил мекунем: (р ,(х )* 0 , / , ( у ) *  0)

Баробарии охиринро интегронида, *осил мекунем:

j i i M f c + j b f e L . c•4W 1 f i \ y )
Мисоли 15.1.2. Халли умумии муодиларо ёбед:

■J\-ydx+ydy=  0.

3£ал. ХаР ду тарафи муодиларо ба ^ ~ У  тацсим намуда, з о̂сил мекунем:

Ин баробариро меинтигронем:

x * c _ _ L  j * 4 = d  — л .
2> 2 _ 1

2

Аз ин чо *осил мекунем:

х+ С = ^ j \ —y 2 ё (x+ C f+у* =1. >' = ±1 низ х,ал мебошад 

Мисоли 15.1.3. ф лли  умумии муодилаи
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/ 1 - У  n 
У + у J_д.2 “  - ро ёбед.

3{ал. Муодилаи додашударо нисбат ба тагйирёбанда^о чудо мекунем:

^  :+^ L = 0
•Jl-X2 <<J\-y2

Аз ин ч° интегронида, з^осил мекунем arcsm x+arcsin у= С,  Азбаски

arcsinx+arcsiny=arcsin { x j \ - y 2 + у ] \ - х 2) мебошад, бинобар ин, *осил 

мекунем:

хф —у 2 +уу1—х2 —С, дарин 40 C=sinC, мебошад.

Холати У = ±  1 будан.

Мисоли 1.1.4. Муодилаи дифференсиалии

/  _У ~ х 2 - ро цал кунед ва з^алли хусусии шарти ,У(о) = 1 -ро цаноа 

ёбед.

3{ал. Ба тагйирёбанда^о чудо мекунем:

dy _  2xdx  

у 2 ~ x ^ i '

Муодилаи дифференсиалии хосилшударо меинтегронем:

— =ln(x2-l]+C.у  I I 

Аз ин чо х,алли умумиро хосил мекунем:

>(ln |x2 - l |+ c ) = l .

Шарти аввалаи У(о) —1 - ро мегузорем: 1 -(0 + С)= 1, С = 1.

Акнун ^алли масъаларо менависем:

4 0 4



1
У=:

4. Муодилаи дифференсиалии як^инсаи тартби якум. Функсияи f{x,y)  

якнинсаи ченаки И -ум номида мешавад, агар барои дилхо^ А 

f [ X X, Лу) = A" / ( х , у )  бошад.

Масалан, функсияи / М  — Ху—у  функсияи якнинсаи ченаки 2-юм 

мебошад, чунки /{Лх, Лу)=Лх-Лу — A2y~ = A * f(xy—y 2)=A2f(x ,y)  аст.

Функсияи А*>у) = -  ' функсияи якнинсаи ченаки сифр мебошад, яъне

f { A x ,A y )= ^ -  =A°-f{x,y)=f{x,y).
Ах X

l ^ 2- l |+ l

Муодилаи дифференсиалии 

якчинса номида мешавад, агар - функсияи якнинсаи ченаки сифр

У  =Ах>у)

и= £бошад. Муодилаи дифференсиали бо гузориши ё у  — хи  хал карда

мешавад.

j =x+y
Мисоли 15.1.5. З^алли умумии муодилаи У - ро ёбед.X у

5{ал. Азбаски ин муодила як^инса мебошад, бинобар ин, гузориши 

У = х - и  -р0 истифода мебарем: у ' = и + х и ! . Муодилаи додашуда намуди

I 1+и 
U+XU = —  . ро Мегирад.

Аз ин чо меёбем:

, 1+и 1+и—и+и2 1+и2
хи  = --------и ---------------- = ------- ,

1—и 1-м 1—и
405



, l+ u 2 du l+u2 dx  1 - u  .
xu -------- , x — = ------- , — = ------ -du.

1—и dx 1—и x  l+ u '

Баробарии хосилшударо интигронида, меёбем:

1п|лс|+ C -arc tgu  —~In(l+w2) 

Ба тагйирёбандаи аввала баргашта, ^осил мекунем

In |д) +С=arctg — “  In
f  у  

|+7

+1п |я| +С
)

arctg -  = ln-Jx2 +у2 + С 
х

Мисоли 15.1.6. Халли хусусии муодилаи дифференсиалии 

i}’1 -3 x 2)d y+ 2 xyd x = 0  - ро бо шарти аввалаи .У(о) -1ёфта шавад.

Хал. Гузориши у = х и - ро ичро намуда, ^осил мекунем:

dy=udx+xdv g {х?и 2-3xz \udx+xdu)+2x1udx=0.

Ба х1 тацсим мекунем:

и {и2- 3)dx+х  (и2-  3)d и +2 и dx = О, 

и (w2-i)c&=:jc(m2-3)c/h=0.

Бо тагйирёбанда^о НУДО намуда, *осил мекунем: 

и 2- 3 , _  dx
| 2_i \ Z , ифодаи ^осилшударо табдилдиз^Я намуда меинтигронем:U |{i " II Л

и э-3 = З и 2- 2 м2=3 (m2- i) - 2 m2
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& т \  2f - d u =  f— - 2  С - £ -  с1и=ЪЩ  -lnjw2-  \  =-1пх+С, 
■Цм2-!) J и[и2- 1) J и V - 1 1 1 1  1

4 - | = - -и -1 X

Ба тагйирёбанда^ои аввала баргашта, з^осил мекунем:

ё /= С ,( у 2,-х2),V2 \ лX

Шарти авваларо истифода бурда, меёбем:

у(0) = 1 = С, (l -0), Q =  1. аз ин чо У  = У  ~ х~ мебошад.

5. Муодилахои дифференсиалии хатпш таргиби якум. Муодилаи 

дифференсиалии хаттии тартиби якум гуфта муодилаи намуди

У + р  (х)у = д{х) - ро меноманд.

Ин муодила барои он хатгй номида мешавад, ки У ва хаттй чойгир 

шудаанд.
Яке аз усул^ои э̂ алли муодилаи хаттй ин усули Бернулй мебошад. Х,алли 

муодиларо ба намуди у - и  (x)-v (х) мекобем. Яке аз функсия^оро ихтиёрй 

интихоб менамоем, дигараш дар асоси муодилаи дифференсиалй муайян 

карда мешавад. Гузориши У — и -у  . р0 ичро мекунем:

u'v+uv'+puv=q ё u lv+u(u'+pv)=q.

Функсияи v=v (х) - ро чунин интихоб мекунем:

/ „ d v  dv  dv
v +pv= 0, — +pv= 0, — =~РЦ — =-pdx  

dx dx v

Баробарии охиронро интегронида ^осил мекунем:

ln|v| = -  jpctc+ln |С0|. |v| = C,e ^
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- j  /м/х

‘ 7х=т £у

Функсияи v = С хе - ро ба муодила гузошта, ^осил мекунем:

Муодиларо ^ал намуда и  (*) - ро меёбем:

„ = с ф ) * + с

Ьчимат^ои U ва V-ро дар баробарии y= U -V  гузошта, *осил мекунем:

y=v(x) -Ur)* =e J C+ (x)dx

, _ 2  _  3
Мисоли 15.1.7. Муодиларо ^ал намоед: У х ?

Хал. Гузориши у  — и- \  - ро и*?ро намуда, з^осил мекунем:

I I 2 mv _ , 
и  v + m v -------=2х .

и v+u / , 2v" 
v ----- =2х\

Ифодаи дохили ^авсро ба сифр баробар мекунем:

V - 5 - а
dv 2
— = -а х  
v л:

Функсияи V - ро меёбем:

lnv=lmT,

К,имати функсия V- ро дар муодила гузошта, U- ро меёбем:

v=x2.

и 'х2 =2х3,
du
dx

=2х, и= х2 +С

Аз ин чо У —{х~ +Cjx~ мешавад.

6. Муодилаи Бернули. Муодилаи Бернулй чунин намуд дорад

40 8



у' + М у =скх)у\

_ _ [—и
Муодилаи Вернули бо ёрии гузориши 2 ~У  ба муодилаи хаттй оварда 

мешавад. Пас, аз ^алро ба монанди ^алли муодилаи хаттй мекобем.

Мисоли 15.1.8. Муодиларо ^ал кунед: у ’ +2у=еху~

Хал. Гузориши y - u - v .  ро и^ро мекунем:

u'v+icv' +2и\' =ex(uvj2,ul v+i^v1 +2vj=ex(uvj2.

Ифодаи дохили цавсро ба сифр баробар карда, меёбем:

v/ +2v=0, - = - 2 dx, l n v - - 2 x ,  v=e~2x 
v

Ба муодила мегузорем:

/ 2х 2 -4л х  I ^ - у  d l l  п _ ги е =и е -е , и - и ' е  , —  = и ' е х 
dx

Ба тагйирёбанда^о чудо мекунем:

—  = e xdx, — = - е х +С„ и= j- (С, =-С) 
и и е +С

ки дар ин 40 аст.

1
Натичаи ^осилшударо дар y —U-V мегузорем: У ~ + q  е

-2х

f п
Мисоли 15.1.9. Халли умумии муодилаи У —tgxy=—COSxy~. ро ёбед. 

Хал. Гузориши y= U -v . р0 ичро намуда, ^осил мекунем: 

и 'v+uV - uvtgx=-cosxu2v 2, 

u'v+uv1 -  uvtgx=-cosxu2 v 2,

/ y/ du ,v - tg xv  = 0, —  = tgx, —  = tgpccbс 
V V

Ифодаи охиринро интегронида, ^осил мекунем:
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IrJ vt= —lnj cosct, v= —-—.
cost

и '  = - и 2 du=-u2 dx, — -х+С,
и

« = — , y= u -v= — (х+с)-1 ё Х̂+С У̂=~ Х
Х  +  С COSC

§2. Татбщи муодила^ои дифференсиалй дар щтисодиёт

Татбщи муодиладои дифференсиалиро дар далли баъзе масъаладои 

щтисодй дида мебароем. Ба сифати тагйирёбандаи новобаста t  - ро мегирем. 

Дар ин 40 вацтро бефосила мез^собем, он го?; муодиладои дифференсиалиро 

татбиц намудан имконпазир мебошад.

Аз муодила^ои оддитарин омузишро cap мекунем: У = g(y). Маълум аст, 

ки ин долати хусусии муодилаи дифференсиалии тагйирёбанда^ояш 

Чудошуда мебошад. Ин гуна муодилаз^о дар з а̂лли масъаладои динамикии 

ицгисодиёт во мехуранд.

Бигзор, у0 решай муодилаи = 0 бошад, пас У =Уо з а̂лли муодилаи

У = я(у) мебошад. Ин намуд хал, з а̂лли статсионарй номида мешавад.

Модели Кейнс. Бигзор, y{t) - даромади миллй, £(') -харо^от^ои давлатй,

- истеъмолот, l(/)- сармоягузорй бошанд. ^амаи ин функсияз^о аз

бузургии вак;т - t  вобаста мебошанд.

Муодилаи з^исоббаробаркуниро тартиб медидем. Пеш аз дама, суммаи 
дамаи харочотдо бояд ба даромади миллй баробар бошад:

A h t i t M M t ) .

Истеъмолоти умумй S  (/) аз истеъмолоти дохилии кисми даромади миллй 

ва бар зами ин истемоли нихой иборат мебошад. Чамъшавандаи якум намуди

Он го* цимати функсияи V-po дар муодила гузошта, хосил мекунем:
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а{‘\  ЯО - ро дорад, o(t) . коэффисиенти моилй ба истемолот (О <a(t) < 1), 

Чамшавандаи дуюмро бо Ъ (f) ишора мекунем:

Я (')=я('М ')+й(')

^амин тавр, ченаки сармоягузорй - m = n{f) бо ^удуди даромади миллй 

муайян карда мешавад:

Д/)=ю(/)У(г).

Системаи зеринро з^осил мекунем:

y(t)=S{t)+l{t)+Ett 
• S  (it)=a if)y (t)+b (/), 

l ( f ) = m i f ) y ' \ f )

^амаи функсия^ои дар система мавчуд буда мусбат мебошаид.

Фарз мекунем, ки функсия^ои о(/), b(t\ nit) ва Elf) дода шудаанд ва 

характеристикам фаъолият кардани хамин давлат мебошанд.Талаб карда 

мешавад, ки динамикаи даромади милли ёфта шавад, яъне У  *амчун 

функсия аз вацт муайян карда шавад.

Аз муодила^ои дуюм ва сеюм функсия^ои S(t) ва у(<) - ро ба муодилаи 

якум мегузорем:

y(t)=a(t) y(t)+b (t)+m(t)y'(t)+£(t)-

А зин40 /(О  -ромеёбем:

У (л=Ь ^ у (,)_М'М ? ) 
w ™  "(г)

Ин муодилаи хатгаи тартиби якум нисбат ба У (0  мебошад.

y'{t)+p{i)y{i)=4t\

дар ин но
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t \ 1—<ar (f) M b (;)+£(?)
~ P ~ q m (?) мебошад-

Муодилаи досилшударо ^амчун муодилаи дифференсиалии хаггии тартиби 

якум ^ал намудан мумкин аст.

Муодилаи Самуэлсон. Муодилаи Самуэлсон чунин намуд дорад, 

р' =k\fl{p)-S{p)\

дар ин цо д { р )  ва S  (/?) мувофицан бузургидои арза ва тацозо бо нархдои 

р, к>0 мебошанд.

Холати оддирро мегирем, фарз мекунем, ки вобастагии такозо ва арза бо 

функсияи хаттй дода мешаванд:

Д { р ) = a-bp , S  (р)= т+пр, 

ки дар ин 40 а, Ь, щ п  ягон адаодои доимии мусбат мебошанд.Дар ин 

долат маълум аст, ки а > т  аст. Чунки дангоме, ки нарх сифр бошад, 

талабот нисбат ба пешни^од зиёд мешавад. Дар ин долат муодилаи 

Самуэлсон чунин намудро мегирад:

р ' = к(а-т)-к(п+Ь)р,  

р '+k(n+b)p=k(a-m).

Муодилаи ^осилшуда,муодилаи дифференсиалии хаггй мебошад ва онро 

дам чу н муодилаи хаттй дал намудан мумкин аст

§ 3. Муодила\ои дифференсиалии тартиби дуюм.
1. Мафх.умх.ои асосй. Муодилаи дифференсиалии тартиби дуюм чунин 

намуд дорад (намуди каноники):

У "= /{Х ,У ,У ')  (15.3.1)

Шаргхои аввала барои муодилахои дифференсиалии тартиби дуюми
(15.3.1) чунин гузошта мешаванд:

J > L o = У о .  = У 'о  (15 .3 .2 )

Халли умумии муодилаи дифференсиалии тартиби дуюм гуфта функсияи 
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у-Ц/\х,С],С2) -ро меномем, ки агар дар муодила гузорем, барои дилхох 

киматхои доимихои С, ва С2 муодиларо каноат мекунонад.К,иматх.ои

доимихои C x- C v  С2 = С 2 мавчуданд, ки функсияи У — <//(*, С,, С ,)

шартхои (15.3.2)-ро каноат мекунонад. Функсияи У~Ц^{х,Ct,C 2) халли 

хусусии муодилаи (15.3.2) номида мешавад.
Дар баъзе холатхо халли муодилаи дифференсиалии тартиби дуюмро ба 

халли пайдарпаи ду муодилахои дифференсиалии тартиби якум овардан 
мумкин аст. Муодилахои дифференсиалии якумро хал намуда баъдан халли 
муодилаи дифференсиалии тартиби дуюмро меёбем.

2. Муодилаи дифференсиалии хаттии тартиби дугам бо коэффисиентхои 

доимй. Муодилаи дифференсиалии хаттии тартиби дуюм бо 

коэффисиентхои доимй чунин намуд дорад:

y " + p y ' + q y  = / (* ) ,  (15.3.3)

ки дар ин чо Р  ва Я -ададхои доимй мебошанд. Функсияи f  (•*) кисми 

рости муодилаи (15.3.3) номида мешавад, агар / ( * )  = 0 бошад, муодила 

якчинса ва хангоми / 0 0  ^  0 будан муодилаи (14.3.3) гайриякчинса номида 

мешавад.
3. Муодилахои дифференсиалии хаттии якчинса бо коэффисиентхои 

доимй. Чи тавре ки дар боло кайд намудем, муодилаи дифференсиалии 
хаттии якчинсаи тартиби дуюм бо коэффисиентхои доимй чунин намуд 

дорад:

y " + p y ' + q y =  0 .  (15.3.4)

Баъзе хосиятхои муодилаи (15.3.4>ро меомузем:

1) Агар У о халли муодилаи (15.3.4) бошад, он гох хосили зарби Су 0 низ 

халли ин муодила мешавад.
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2) Агар ф унксияхои У\ 0 0  ва Уг(х) Халх,ои муодилаи (15.3.4) бошанд, он 

го *

суммаи +JV2(*) капли муодилаи (15.3.4) мешавад.

Ду халл*ои муодилаи (15.3.4) хаттии новобаста номида мешаванд, агар 

кимати ссу\ + Р у г барои киматхои аз сифр фарккунандаи а  ва Р  басифр 

баробар нашавад.

Бо ибраи дигар гуем, функсияхои У i ва У г он гох ва факат он гох 

хаттии новобаста мешаванд, ки нисбати онхо доимй набошад, яъне

—L ^ const. Дар хрлати мукобил функсияхои У\ ва У г хаттии 
У 2
вобаста номида мешаванд.

Агар Ух (х)  ва У2(х ) ду халли хаттии новобастаи муодилаи (15.3.4)

бошанд, он гох У ~  ^\У \ + СгУгг ки ДаР ин но С,, С 2 - доимихои 

ихтиёрианд, халли умумии муодилаи (15.3.4) номида мешавад.
кхХалли хусусии муодилаи (15.3.4)-ро ба намуди у  =е  мекобем. 

Азбаски У = кеь , у " = £ ‘еь  мебошанд, дар (15.3.4) гузошта, хосил

(15.3.5) -муодилаи характеристикии муодилаи (15.3.4) номида мешавад.
Акнун решахои муодилаи характеристикии (15.3.5)-ро меомузем, 

маълум аст, ки

мекунем:

(15.3.5)

2 мебошад. Аз ин чо

Я. мешавад. Дар ин холат

у  1 = е к,г
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к хва У2 ~ е 2 халхои хусусии муодилаи (15.3.4) мебошанд. Азбаски 

У 1 — ф П
мебошад,

У  2

бинобар ин, ин халхо хаттй новобаста мебошанд. Дар хамин асос халли 
умумии муодилаи (15.3.4) намуди

С к ,х  , /-» к ,х
se + С ге -ро дорад. (15.3.6)

Се холатхо ной доранд:
а) Решахои муодилаи (15.3.5) х,ак,ик,й гуногун буда, дар ин холат халли 

умумии муодилаи (15.3.4) ба намуди (15.3.6) навишта мешавад.
б) Решахои муодилаи характеристикии (15.3.5) хакикй баробаранд:

( * ,= * ,  = - L )
{ 2

Дар ин холат ба сифати яке аз халхои xycycb 

y l = eb , * = *, = *, = - £

халли дуюмро ба намуди У 2 — и ( х )  е кх мекобем:. 

у '2 =и '(х)екх + ки (х )ек*, 

у " 2 = и ' \ х ) е кх + 2к и \ х ) е кх + к 2 и (х)екх.

Ифодахои У 2 » У ' 2 ’ У"г  -ро ба муодилаи (15.3.4) гузошта, хосил 

мекунем:

и"еь +2ки’ек* + к ги е ь  + р  (и'е** + ки еь )+qu е*  =

= еь  [и" + (2£ + р)и' + (к г + рк + </)и] = 0.

Азбаски к -решай муодилаи характеристики мебошад,, бинобар ин, 

k 2 + pk + q= 0, 2к + р  = 0, аст. Пас, и"(х) = 0 мебошад.

Ин муодиларо интегронида, хосил мекунем:

и ( х )  = А х  + В
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Ба мо х,апли хусусии ихтиёрии дуюм лозим аст, бинобар ин, и(х) — X -ро 

мегирем.Дар ин холат халли умумии муодилаи (15.3.4) намуди зеринро 
мегирад:

у = { С ,+ С 2х)е ь , * = - § •  

в) Решахои муодилаи (15.3.5) комплексй:

кх =a+ip, к2 =a-i@, «  = Р = y ~ l f +9 аст'

Функсия\ои

у, = = е "  (cos рх  + i sin Рх),
^  {и~ф)х / ч
у 2 =е (cos Рх -  / sin fix), 

муодилаи (15.3.4)-ро кдноат мекунонанд, вале функсияхои

.у, (х) = еш cos fix, у 2 (л:) = е“х sin Рх 

низ муодилаи (15.3.4)-ро каноат мекунонанд.

Аз ин лихоз дар, ин холат ба сифати халли умумии муодилаи (15.3.4) 

функсияи У = е“ (С, cos Рх + С2 sin Рх) - ро гирифтан мумкин аст.

Мисоли 15.3.1. Муодиларо хал кунед:

у ”-5у '+4у  = 0.

Хал. Муодилаи характеристикиро тартиб медихем:

к 2 - 5 к  + 4 = 0

Решахои муодиларо меёбем:

_ 5 + л/25-Тб _  5 ± 3
я., 2 ^ 2  ’ 1 ~ 2 ~

Ханли умумии муодилаи додашударо функсияи у  = С,е4г + С2ех мебошад.

Мисоли 15.3.2. З̂ алли хусусии муодилаи %у"+2у’—3у  = 0 -  ро ёбед, 

бо шарт^ои аввалаи У, (0) = -6, у2(0) = 7.
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Хал. Муодилаи характеристикии ин муодила чунин аст: 

8Аг2 ч- 2А: —3 = 0.

Муодиларо *ал намуда, меёбем:

- 2 ± л / 4  + 4 -8 -3  -  2 ± л/4 + 96 —2 + 10^ — — —----
2-8 16 16

- 2  + 10 1 , - 2 - 1 0  3
к \ =  — 77—  = 7 .  2 =16 2 16 4

I з-X --X
Халли умумиро менависем у - С , е 2 + С2е 4 . Барой ёфтани далли хусусй

I I л 3I -* 3 —Т
досилаи ин функсияро дисоб мекунем: У = * , аз шартдои

аввала истифода бурда нисбати С ,, С  2 системаи муодиладои

С ,+ С 2 = -  6

- С ,  - -  
2 1 4

q  ——С = 7 _ Р° ^°сил мекунем.

Системаро дал намуда, меёбем: С, = 2 , С2 = — 8.

I 3— ---X
Халли хусусй бо шартдои аввалаи додашударо менависем: у  = 2е2 — 8е 4 . 

Мисоли 15.3.3. Халли умумии муодилаи у+4у+ 4_у = 0 -  р0 ёбед.

Хал. Муодилаи характеристики к 2 + 4fc + 4 = 0 мебошад, ин муодиларо 

дал намуда, меёбем: к, =к2 = — 2 , аз ин 40 далли умумии муодилаи 

додашуда чунин аст:

у  = (С, + Сгх)е~2х 

Мисоли 15.3.4. Халли хусусии муодилаи у"+2у'+у = 0 .  р0 бо шартдои 

аввалаи >"(—1) = е, (— 1) — Ае ёбед.

Хал. Муодилаи характеристики к 2 + 1 к  + \ = §  мебошад. Аз ин 40 

к} =к2 = —1 аст.
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Халли умумии муодила у  = (С , + С 2х ) е  * мебошад.

Барой ёфтани ^алли хусусй шартхои авваларо истифода мебарем:

у '= С 2ех +(С{ +С2х)е-Х =е~х[ -С 1 +(1 - х ) С 2],

Я -1 ) = (С ,- С 2)е, у '( - \ )  = (-С 2 +2С2)е, С, =6, С2 =5.

Халли хусусии муодилаи додашуда чунин намуд дорад: У = (5х 4- б)е~х .

Мисоли 15.3.5. Халли умумии муодилаи у"+2у'+10у = 0 -роёбед.

Хал. Муодилаи характеристики к~ + 2к + \0 —О мебошад. Ин

муодиларо Xм  намуда, решахои онро меёбем: £ ,= -1 + 3 /, к2=—1-3/

Халли умумии муодиларо менависем: у  = (С, cos Зх + С2 sin 2х)е~х.

Мисоли 15.3.6. Халли хусусии муодилаи у"+4у'+5у  = 0 -ро бо

шартхои аввалаш ^ (0) = 1, У  (0) = 0 ёбед.

Хал. Муодилаи характеристикиро тартиб медихем: к 2 + Ак + 5 = 0 

Ин муодиларо хал мекунем.

. -4±л/16-20 -4 ± ^Г а  ,
к -------------------------- =-2±/, k,=-2+i, к-, = -2-i

| , - 2 2 '

Халли умумии муодилаи додашударо менависем:

у  = (С, cos х  + С2 sin х)е~2х.

Хосилахои функсияи У -  ро меёбем: 

у ' = -2 (С, cos х + С, sin х)е~2х + е~2х ( -  С, sin х + С2 cos х) =

-е~2х[(С2 - 2C ,)co sjc-(C , + 2C2)s in jcJ

Аз шартхои аввала истифода бурда, системаи

Ы о ) = с ,=1
1 >^40) = - 2 С = 0 ’ Р0 таРтиб меДи*ем. Аз ин 40 Q =1, С2 =2 аст.

Халли хусусй чунин намуд дорад: 

у  = e -2*(cos;c + 2sin л:).
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§ 4. Муодилах,ои дифф еренсиалии хаттии гайриякчинсаи 

тартиби дуюм ва системаи муодилахо

1. Халли муодилахои гайриякнинса. Муодилахои дифференсиалии 

гайриякчинсаи тартиби дуюм чунин намуд дорад:

y"+py'+qy = f(x),  (15.4.1)

ки дар ин чо p,q -ададх,ои доимй Буда, f ( x ) -функсия мебошад.

Бо ёрии муодилаи дифференсиалии тартиби дуюм, муодилаи динамикаи 
харакат навишта мешавад.

Х а л л и  у м у м и и  м у о д и л а и  г а й р и я к н и н с а  а з  с у м м а и  я г о н  х а л л и  х у с у с и и  

м у о д и л а и  г а й р и я к н и н с а  в а  х а л л и  у м у м и и  м у о д и л а и  я к ч и н с а  и б о р а т  

м е б о ш а д .

Бигзор, У  -ягон халли хусусии муодилаи (15.4.1) бошад,

У  -  С \ У \  +  С г У г  -\алли умумии муодилаи (15.4.1) хангоми f ( x )  = О 

будан бошад, он гох халли умумии муодилаи (15.4.1) функсияи 

У  — У  + У  мешавад.

Ё ф т а н и  х а л л и  х у с у с и и  м у о д и л а и  г а й р и я к ч и н с а  м а с ъ а л а и  д у ш в о р  

м е б о ш а д . Б а ъ з е  х о л а т х о и  и м к о н п а з и р и  ё ф т а н и  х а л л и  х у с у с и и  м у о д и л а и  

г а й р и я к ч и н с а р о  н и ш о н  м е д и х е м .

Дар ин чо баъзе холатхои ёфтани халли хусусиро мебиёрем:

а) кисми рости муодилаи (15.4.1) намуди /\{х) = Р„{х)Са '*-ро дорад;

б) кмсми рости муодилаи (15.4.1) намуди

/ 2 ( х )  =  eajX [Л я ( x ) c o s  Р х  +  Q „, {х )Р х \  - р о  д о р а д ;

в) кисми рости муодилаи (15.4.1) намуди

/ з (*) = А  (х )+f i  (*) = р„ (хУа'х + К  ( x ) c o s  Рх + Qm {х)Рх\. р0 дорад.

Барой ёфтани халли хусусии муодилаи (15.4.1) койдахои зерин 
истифода карда мешаванд.
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а) Агар кисми рости муодилаи (15.4.1) намуди / ( * )  = Р„ (х ]еаж дошта 

бошад, ки дар ин чо ?„{*)- бисёраъзогии дарачаи П мебошад, он гох.

хдлли хусусй ба намуди у  = S n (х)е“гхг чуста мешавад, ки дар ин чо

S n (х) . бисёраъзогии дарачаи п ; адади г  се киматро кабул карда 

метавонад:

1) г = 0 , агар ОС - решай муодилаи характеристики набошад:

2) г = 1, агар адади & - решай яккаратаи муодилаи характеристики

бошад: СХ=к ь g а ~ кт,

3) г - 2 агар адади О! - решай дукаратаи муодилаи характеристики бошад: 

а - К  ,=к .̂

б) Бигзор кимати рости муодилаи (15.4.1) намуди 

/ ( * )  = [р п (* )cos Рх + Q m (*)/?*] - ро

дошта бошад, ки дар ин чо Р„ (х) ва Q„, (*) мувофикан бисёраъзогидои 

дарачаи Ива W мебошанд. Дар ин х,олат х,алли хусусй ба намуди

у  = еш (x:)cos /? х  + TN (х)ух] 

чуста мешавад, ки дар ин чо ва TN{x) дарачаашон ба дарачаи

калонтарини бисёраъзогих,ои Р „  (х) ва Q , „  (х) баробар бошанд. Адади 

г  д у  кимат кабул карда метавонад:

г = 0 , агар a  ± i Р решай муодилаи характеристики набошад; 2) г = 1 , 

агар a ±  ip  решай муодилаи характеристики бошад.

Усули вариатсияи доимидои ихтиёрй, ин усул барои далли муодиладои 
гайрияк^инса дам бо коэффисентдои тагйирёбанда куллай мебошад, агар

далли умумии муодилаи як^инсаи У\ ва Уг маълум бошанд. Он год далли 

умумии муодилаи гайрияк^инса чунин чуста мешавад:
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4 х)=Q (*k(*)+Q (*k(*)

Дарчое, ки функсия^ои C|(x) ва С 2{х) азсистемаи 

Г С, (х)з̂ , ч- C2 (х)^2 = О

Iе. W +Q'(*W =Лх)
ёфта мешаванд.
Системаро *ал намуда, меёбем:

Ч я )

Дар чое, ки

л(*) л(*)|
M yvy2)=

Он гох функсияи м (рс)  - ро меёбем:

f/ y)_ _ v fУ гМ <Ь  | ■■ Г уА * )  ,
*  W * )

Кайд менамоем, ки халли муодилаи дифференсиалии хатгаи гайри-
якчинсаро ёфтан мумкин аст, агар якто халли хусусии муодилаи якчинсаи он
маълум бошад, халли дуюмро бо формулам

-J а, (* ) А

У г ( * ) =  2Т Т ^
J У, (* )

муайян кардан мумкин аст, a i(*) коэффисиенти хосилаи тартиби якум 

мебошад.
Мисоли 15.4.1. Муодилаи

и 2 , ctgx 
У +~У  +>> = —  - р 0 х х
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интегронед, агар 

Хал:

sinx
дода шуда бошад.

У г ( * )  =
s in  X -I

2 А

sin х
пей: =

sin  х
I t z

- 2 In х

S in  X
rdx =

sin x
Ь . 2 5 - 1 .

s in  X h s in  X
-dx = - s in  x

-ctg x  =

sin X  COS X COS X

S in  X

sinx cosx
Муодилаи якчинсаро ^ал намуда, меёбем: У \ ~ ^  ва У г ~ —~ . Акнун

муайянкунандаи W ( y , ’ У 2 ) - ро \исоб мекунем:

sinx  cosx

w (yi>yi) =
У\ У 2
у' 1 У  2

X X
х  cos  х - s i n x  - x s i n x - c o s x

2X X
s i n x  x s i n x  +  c o s x  c o s x  x c o s x - s i n x  1

X X  X X  X
Халли хусусии муодилаи гайрияк^инсаро аз формулам

( \ г у 2 f i x )  , гу ,  ■ f(x )d x  
и (х)- +  у ,  J Н’(у,,у2) мУайян каРд амешавад.

Аз ин но функсияи и(*) - ро меёбем: 

cosx ctgx
/ \ sinx г

“W = -------- J- г , \v J
, COSX f

<7ХН--------- COSXOX =
X J

sinx In X
t g - + COS X

. 2
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COS X  . sin X , ------- sin X  = ------ In X

tg2X X

Хамин тавр, *алли умумии муодилаи гарияк^инса намуди

X^  sinx _  COS.X SinJC, 
у  = С,------+ С ,-------+ ------ In >8: -ро мегирад.X X X

Мисоли 15.4.2. ^алли умумии муодилаи у"  ~ у '  ~ 2 у  = хе* - ро ёбед. 

Хал. Аввало *алли умумии муодилаи у" ~ У  ~ 2у  = 0 - ро меёбем. 

Муодилаи характеристика к2 - к - 2 = 0  мешавад. Ин муодиларо *ал намуда 

ва 2̂ - ро меёбем:

1 ± л/1 + 8 1±3 к. =2, к , = - 1 .
2 2

Аз ин но У —С ^  +С2е х-^алли умумии муодилаи якчинса мебошад. Акнун 

ягон з а̂лли хусусии муодилаи гайриякчинсаро мекобем. Азбаски тарафи 

рости муодилаи додашуда бисёраъзогии дарачаи як мебошад ва а = 1 аст,

^алли хусусиро ба намуди У -  {Ах + 2?)е* мечУем:

у = А ё  +{Ах+Ё]е*, у  /!=Аех +Аех -\-{Ах+Ё)е*\

2Ad +(Ах+В)ех —[At? +(Ах+В)вх]—2{Ах+В)ёх —х(?\ 

А + А х + В -А -А х -В -2 А х -2 В = х  

А-2В-2Ах=х.
Коэффисент^ои назди дарача^ои якхелаи X - ^оро баробар намуда, *осил 

мекунем:

А-2В=0, -2-4 = 1, А = -~ ,  В=-А--
2 2

I
4 '

Пас з̂ алли хусусии муодилаи додашуда чунин намудро мегирад

-  I f  Пу  — —  х + — е
21 2
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Акнун ^алли умумии муодилаи гайрияк^инсаро менависем:

у  = у  + v = С,е2лг + С2<Г1 --~(2х + 1)ех.

Мисоли 15.4.3. Халли умумии муодилаи у" +2у ' +5у = 1 - ро ёбед. 

Хал. Муодилаи характеристикии к2 +2/с+5 = 0 -р о  *ал мекунем

- 2 ± л / 4 - 4 - 5  - 2 ± 4 /
1,2 = ----------^----------= — 2— ’ к‘ = _ 1 _ 2 г ’ *2 = “ 1 + 2 |>

Он го* х,алли умумии муодилаи як^инса У ~У\ +У2 =e~r(Clcos2x+C2sin2x) 

мебошад.

Акнун *алли хусусии муодилаи гайрияк^инсаро ба намуди У = А  межуем: 

У =0, у  " = 0, *осил мекунем: 5Л = 1, А = -

Халли умумии муодилаи гайриякчинса у -} '+ }’- е  (С,cos2х+С2 si п 2х)+ - 

мебошад.

Мисоли 15.4.4. Халли муодилаи У "+У = 1%х  бо шартдои канорй 

v(o)= = ® ёфта шавад.

Хал. Муодилаи характеристики К2 +1 = 0 реша^ои ^ 1,2 =  - 1 - ро дорад. 

Аз ин чо *алли умумии муодилаи якчинсаро менаваисем: 

у  = C tcos х  + С2 sin х .

Халли хусусии муодилаи гайриякчинсаро бо методи вариатсяи доими^ои 
ихтиёрй мекобем:

y=C\(x)cosx+C2 (х) sinx. 

дар чое, ки функсия^ои С, (х) ва С2 (х) . ро аз системаи муодила^ои
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W (*W  +с5/(*)л/ =/t4  e

меёбем.

Системаро ^ал намуда, ^осил мекунем:

ic '{x )y l +C2{x)y2 =0,

С /(х )=
-s in  X

1С/(х) cosx+Q ^x) sin л:=О, 

сЦх)у‘ +С/(д)>',/ =/(х);

C2/ (x)=sin х.

С,(х) = -  f------ - d x  + A = sin x + In tg\ — + — \ + A,
J  o n e  y  1 2  4  1

COS X

Баробарщои охиринро меинтегронем:

fsin 2 x 
cos x

C2 (x )= -cosx+5.

Хамин тавр, ^алли умумии муодилаи гайрияк^инса чунин намуд дорад:

у  = ,4cos x + 2?sin x -c o s  x.ln tg +

Дар чое, ки А ва В - доимихои ихтиёрй мебошанд, ки аз шартхои канорй 

муайян карда мешаванд:

ж
A cos 0 + В sin 0 -  cos 0 In — = О

4
л  „ . я  п . п  .A cos — + В s in ---- cos — In tg — = 0.6 6 6 3

Я
А зин40 ^= 0 , £  = — 1пЗ.

^амин тавр, з а̂лли муодилаи додашударо, ки шартхои канории 

гузошташударо к;аноат мекуионад менависем:

у = —  In 3 • sin х -  cos х ■ In 
2

2. Системаи муодилахои дифференсиалй. Системаи муодилахои 

дифференсиалй гуфта, системаи муодила^оеро меномем, ки якчанд 

функсияи номаълум ва ^осилахои он^оро дарбар мегирад. Системаи

4 2 5



■ ~ f \  (?’Х’У )> 

-= f i

муодилахое, ки ^исми чапаш ^осила^ои функсияхои номаълумро дарбар 

мегирад, вале ^исми росташ хосилаи функсияи номаълумро дар бар 

намегирад, системаи муодила^ои муътадил номида мешавад. Системаи 

муътадили муодилахои дифференсиалии хапни тартиби якум чунин намуд 
дорад:

dx 
~dt 
dy_ 
dt

Дар баъзе холатхо системаи муътадили муодилахоро бо як муодила 

овардан мумкин аст. Ин холат хамон вацт имкон меди^ад, ки яке аз 

муодилахоро дифференсионида, халли системаро ба халли як муодилаи 

тартиби дуюм оварда шавад. Дар баъзе холатхо муодилахои системаро якчоя 

намуда, баъди табдилдихй намудан муодилаи интегронидашаванда хосил 

мекунем, ки ин имконият медихад системаро хал намоем.

Мисоли 15.4.5. Системаи муодилахои

dx 
dt 
dy

- х  + у

dt
= х - у

-ро,

бо шартхои аввалаи *(о)=2 у{0)=С халнамоед.

Хал. Якум муодиларо бо t дифференсиронда, хосил мекунем:

d 2x dx dy 
dt dt dt

dy
Аз ин 40 ва У -ро хорич намуда, пайдо мекунем:

d  2х
dt

— 2х = 0.
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Муодилаи характиристикиро тартиб медихем: к2— 2 —0 ва халли умумии

муодиларо нисбат ба х  меёбем: к х = 4 г , к 2 = - Л  ёхуд

х = С ,е  Л ++ С 2е ' ,Гэ.

Акнун халли системаро нисбат ба у меёбем аз муодилаи якумро х°сил 

мекунем:

y~~Jt ~x = C ,-/2 е Л , - С  2Л  е " 5, -  С ,е  ^ - С  ^  =

= С , ( л /2 - l ) e  ^ + +  С Д л /2 +  1 ) г ^ ' .

Барой муайян намудани доимихои ихтиёрии С , ва С 2 шартхои авваларо 

истифода намуда, хосил мекунем:

|  С, + С 2 = 2

{ с , ( л / 2 - l ) - C 2 (V2 + l ) = 0 .

„  2 + V2 ^  _ 2  -V 2
Аз ин система меёбем: Ц  ~ 2 ’ 2

Хамин тавр, халли система бо шартхои аввалаи додашуда чунин намудро 

мегирад:

J 4 J e ^ L _ £ ) e-r ,

у  = ^ е л _ ^ _ е-гъ
2 2

Мисоли 15.4.6. Системаи муодилахои дифференсиалии

-
—  = 2 v 
Л

—  =22 

d!z п
■ ро хал кунед.



d 2x  _  ^  dy  
d t 2 d t '

■ dy
Аз муодилаи дуюм ба чои циматашро мегузорем:

Хал: Муодилаи якумро нисбат ба t медифференсонем:

Барой дигар нисбат ба t баробарии охиринро медифференсонем:

d 3X . dz 
— Г = 4 —  d t3 dt

dz
Аз муодилаи сеюм цимати ^  - ро мегузорем:

d*x
dt3

= 4 -2х  = 8х

Муодилаи характеристикиро тартиб медихем ва хал мекунем: 

к3 - 2 3 = 0, {к- 2 )  {к2 + 2fc + 4)=0, 

к - 2  = 0, к 2 + 2к + 4 — О 

А, =2, fc23 = —1± л/Г-4 = —1±/‘л/з.

^ )  = С,е2' + С 2е(-|+' ^  + С 3е-(|+'Л > = С ,е2' + С2<Г' -е 'Л ' + С ,е-' = 

= С,е2' +е“' С2(собл/3/ + sinV3/)+C,(cosV3/ + sinV3/)]=

= С,е2' + е - ' (С2 + C 3)cosV 3f+ / (С2 + С3)stn>/зf ]=

= С,е2' + е-' (с2 cosV3 f + С, sia>/31 )
Хамин тавр, халли умумй нисбат ба x(t) . ро ёфтем:

x(t) = C,e2/ + (с , cos7 з  / + С2 sinл/З / )  е“'

Аз муодилаи якум меёбем:
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y{t) = I  ~  = 1 [ с ,е 2' -  e "  (c~ sin л/з t + C2 cos л/з t )] =

C,e2' + с-' [(с, + л/3 /С3 )cos л/з / -  (сз + л/3 /С2 )sin 

Акнун аз муодилаи дую ми системаи додашуда z -  ро муайян мекунем”

z (,)=I . ^  = I  2С,е2' - -  е" (с2 S  t +С3 л/з / )cosV3/ -  (с, + л/з С2 )sin л/з t 
2 dt 2 L 2

+^<f'[-(c2 +73С3 )л/3 sin л/3/—(сз +V3C2)sinV3/]+

+ ^ е~ '[-(с , + л/зС3 ) V ^ s in V iif-V J^  +V3C2)cos Л з/]=

=С,е2/ - ^ e w[(c2 +л/зС3 +л/зС3 +ЗС2 ]со5%/3/+(с,л/з+ЗС3 -С 3 -V3C, )sinV3f]= 

=С1е* -^ е " |4 С  +2>/з C3)cos>/3/+2C3sinV3/]= 

=С,е2' --U w[(2C2 +V3 C3)cosV3/+C3sinV3f]

« ёхуд z(/) = С,е2' '(^cos-v/Jf + 5sinV3f)i

ки дар ин но А = 2 С2 + л/3/ С3, В = С} мебошанд. 

Системаи муодилахои зеринро дида мебароем:

dx
dt

=aux+aizy,

dy 
—  =a,.x+a,2y, 
dt

ки дар ин но x=x(f) ва 7  = A ‘) ва o i  J доимихо мебошанд. Барой халли 

ин система муодилаи характеристики матритсаи системаро тартиб дихед:

, A Qn
I А -Х Е \ =

а, (X22 X
= (ап -  А)(а22 —Л)—ап а21 = О
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Ин муодила муодилаи характеристики системаи додашуда номида мешавад. 

Реша^ои муодилахои характеристики Я, ва Я, шуда метавонанд хакицй 

гуногун, комплексй ва х,акики баробар.

Мисоли 15.4.7. Халли умумии системаи муодилахои 

dx
— = 7 х + 3 у 
dt
dy  .  . -ро ёбед.
—  -  6 х  + 4 у  
dt

3{ал. Муодилаи характеристикии матритсаи системаро тартиб медихем: 

7 -Я  3
|A - Я  £ |  = =о ё a2- i u + io=o.6 4 - Я

Муодилаи охиринро нисбат ба Я хал намуда, меёбад: Я, = 1, Я2 = 10, 

ададхои характеристики матритса мебошанд. Хангоми Я = 1 будан муодила 

барои муайян намудани вектори хусусй чунин намуд мегирад:

(7 -l)  Р1 +3Р 2 =0 ва 6Р] +(4—l)Р2 =0 ва ба як муодила оварда мешаванд,

2 P t + P 2 =0  ин вектори (1; -2) -  ро муайян мекунад. S

Хангоми Я=10 будан муодилахои (7—1 Р , +3Р 2 = 0  6Р , + (4-10)Р2 =0

- ро хосил мекунем, ё худ Р i +Р 2 “ 0. Ин муодила вектори (1;1) -  ро 

муайян менамояд.

Хамин тавр, системаи фундаменталии хапхоР° меёбем: хангоми 

Я— 1 х=е , у = —2 е , хангоми A=1Q Х=е , у  = е 

Халли умумии системаро менависем:

х  = С ,е '+ С 2е ' ° \  у  = -2 С ,е  ' + С 2 е |0'.

Кори мустакилонаи 15.1.1.

1. Муодилаи дифференсиалй бо шартхои аввалаи додашуда хал карда шавад: 

а) {х+Ъ)ск+{у-5!у1у=0, У = ~Х х = 5,
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б) (х+ \)dx+ 2(у-])с/у=0, у  = ], Х = ],

в) [x-i)dx-4(y+\)dy=Q, у  = - 1, х = 6,

г) (х+3)фн-(у-б)а!х= 0, >»=&, х=3,

2. Муодилаи дифференсиалиро *ал кунед:

xdy ydx

а > , / Г у  J T 7

б) У

в) x^\+y2dx+y>j\+x2dy=0.

Кори мустакилонаи 15.2.1.
Халли умумии муодилаи дифференсиалиро ёбед:

1 У  „ I Х~У I 2ху
») у 6) г  , ,)  у

Муодилахои дифференсиалии як^инсаи тартиби якумро *ал кунед:

а) {х2 -yfyx+lxydy^Q, б) Ip+jx2 +}?)±c+ydy= О, 

в) 2xydx+ (4У -х ) <iy= 0, г) 2хуй?х-(х: +у2 -5)dy=0,

Муодилахои дифференсиалии хаттии тартиби якумро интегронед:

а) У -2у=4х2 -6х+5, б) У +.у-ДГ =0,

в) *У -у=2х,  г) У +ctgxy=tgx.

Кори мустакилонаи 15.3.1.

1) Муодилахои дифференсиалии тартиби дуюмро интегронед:

a ) / W ,  б) У  = 2х, в ) У - ^ ,  Г) У ’= ~ ^

2) Муодилахои дифференсиалиро бо шартхои аввалаи додашуда хал кунед:
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а) у" = 6х — 2, у  = 3, у'= 4 хангоми X = 2 ,

б ) У ' / = 1 >  У = I, у'= 0 хангоми х = О,

в) х 2у " -  (l + у 2)2, у  = -2, У = 0 рангами X =  1,

г) УУ"~ 1 + У 2 , У = 1j У = 0  хангоми х  = 0.

3) Муодилахои дифференсиалии якчинсаи хатгаи тартиби дуюмро 

иитегронед:

а) у " -1  у '+ Ч у  -  0 ,  б) У '+У —12_у = О,

в) у' '+6у ’+5у = 0 , г) У '-З У =  0.

4) Халли умумии муодилахои дифференсиалии зеринро ёбед:

а) У''-у'~2у = 0 , б) У'+25.у = 0 ,

в) У '-У=о, г) у-зу-ю>' = о.
5 )  Халли муодилахои дифференсиали бо шартхои аввапаи додашударо ёбед:

а) у"+5у'+6у  -  0, з^(0) = 1, у (0 )  = —6,

б) у"-\0у '+25у = 0, Я 0 ) = 0, У (0) = 1,

в) у ''-2у '+ \0у  = 0, у \ ^  =0, У
\

1 Ы е ‘’ J

Г) У'+ЗУ=0, Я 0) = 1, У(0) = 2.

Кори мустакилонаи 15.4.1.

1. Халли умумии муодилахои дифференсиалии зеринро ёбед:

а) У  +У  - 2 у = 8sin 2 х , б) У  - 2 У  = х  2- х ,

в) У  -6 У  + 5 у = е г\  г) У  + У  =  10.

2. Муодилахои зеринро интигронед:

а) У  +2У  +у = \0 е 2х, б ) У + 9 У + 1 4 ^  = 11е41, 

в) 2 5 /  +10у/ + ^= 2 х 2+ 8 х -1 2 0  , г) у 1/-3у/ 2у=х 2.

3. Халли хусусии муодилахои зеринро бо шартхои аввалаи додашуда ёбед: 
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ъ) у"+\6у' + \5у=4еА* ,

б) У ' - 2 У + 1 ( ^ = 1 0  х 2 + 1 8х -6^

в) у  " -2у ' = е v (х2 + х —з),

г) у"~у'= 2 (1 - 4

^(о)=3, у /(о)=-5,5, 

>ф ) = 1, у '(о ) =3,2, 

У (о)= 2, у ' ( о ) = 2,

у{0) = 1, у  / (0) = 1,

4. Муодиларо ро з̂ ал кунед:

а) y"+ y = COs3x, бо шартхои аввалаи = 4, у  j=  1,

б) 2у 11—У  =1, бо шартхои аввалаи ^(о) = 0, у  ;(о) = 1,

в) у"-9у' +20у=х 2е4х, Г) а) у= у"~ 2у  '+2у=е л sin д:.

Корт мустакилонаи 1S.4.2.

1. Халли умумии системаи муодила>;оро ёбед:

dx
~dt

=1х+Ъу,

а) dy
-j= x+ 4у; 
at

б)

- = 3 , - 2 .у, 
dt

=4х+7у;

2. Системаи муодшщоро бо шартхои аввалаи додашуда ёбед: 

dx х

а)
dt 2х+3у’

Ф _  У . 
dt 2х+3у’

х(о)=1, >{о)=2

б)

dx
~dt

=2 х+у,

dy
— =х+2у, 
dt

Яо)=з.
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Чавобдо 

KM 15.1.1.

1. а) (х+З)2 +(у-5)2 - С 2, (х+З)2 +(у-5)2 = 100,

б) (x+l)2 +2(у—])2- С 2, (лг+l)2 +2(y-l)2 =4,

в) (x+2)2-< y + l)2=C2, (х-2)2-4(y+l)2 =16,

г) (х+З)2 +(у-б)2 =С, (х+3)(у-б)=12

2. a) (l-V l-x 2| l - ф - у 2)=сху

б) 2Х-2 У=С,

в) Vl+x2 +Ф+У2 =С.

, „  2 2 у -х
а) In C x ^ a r c g - ^ ,

2. а) х2+ У = 2 С д;

в) х2+4у! =2 Су,

д) y=Cf* - Ъ г  +х+\

КМ 15.2.1.

б) у 2+2ХУ-Х1 =С

б) у 2 -2Сх=С2

г) х2- у 2=2Су

е) у = С Г -х 2 —2х+2, 

X л
3. а) у -= (in х2 +с), б) У sina= +

КМ 15.3.1.

в) 1пСх=-

1. а) У СIе х  + ^ 2>

в) >> = — + xlnx  + C ,x -x ,

б ) ;/ = —  + С,х + С2

г) У = ~  + 1пх + С , х - С 2

а) у - х ъх 2- А х  + 1, б) у 2- х 2 = 1

в) (б^ + З)2 = (2 л :-1 )3, г) х  = \n{y + ,Jy2 - l )
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а ) у  = С ,е3х + С 2е4х, б) у  = С ]е~Ах+ С 2 ,3 *

в) у  = С,е~х + С2е~$х г) у  = С,+ С2е~ъ3) ^  - -5г

а ) У ~ С\е1х + Сге~*, б) у  = С, cos 5л: + С2 sin 5х

4) в) ^ = С, + С2е*, г) у = Cte~2x + С2еЬх

а) у  = 4е~3х + 3е~2х, а ) у  = хе5х

5) d) y  = - ^ e x cos3x, а) у  = - (5 -2 е ~ 3х)ех
3

КМ 15.4.1.

*» 2
1. а) У- Q  е~гх +С2 е* --(cos2x+3sin2x),

б) y=Q +С2 е2х~ х г в) у  = q  е~5х +С2 е~х + 1  / 2\

г) у=\0х+С,+С2 ех,

2. а) у={С, +С2х) е +2е 2\  б) У= Q e lx +С2 е ‘2г +V ,

в) У = (С, +С2х) е ~х +2е2х -32t+10Q ,

1+4х _|% 43
3-а) ‘  +й е ’

б) у= е1 (0,16 cos 3x+0,24sin3x)+x2 +2,2х+0,84,

в) у  х ((? г х 2 —X+ 1),

г) у = е х + х 2.

4. а) У=~ ~  co sx + 4 sin x -- cos3x,
8 8

б) у=4е 2 - х - 4 ,
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.)  у = С / ‘ +С1е " - [ ± х , +х>+Ь^е ‘\

y= eI (c,cosx+C2 sin*)—̂ x-e'cosx,

KM 15.4.2.

а) x=Cte 51 +3C2e ' , y=Cxe —C2e ,

б) e 51 (—Cj cos 21+C, sin2/ (C, -C ,) cos2/-(C, +C,)sin2f).
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Замима

Формуладо барои маълумот

1. Алгебра

/ у  « I V» 1+ а '" ’ ба-Р°м w М  = + а ' ;  ( - a )  = <!
[ -  а , барои т 

а0 =1 хангоми а*0  будан 

Навишти шартй:

1. Дарача ва реша:

а -  ■

00

<Г" =

а  -а = а

агар 0 < а < 1,

агар а > 1

агар 0 < а < 1,

агар а > 1

гя+/н —  = а"-т
ат И ' = ° '

VVo” = t f a ^  = а~к

(<Га)т = № ,

( a ± b ) = a2 ±2ab + b2, {a + b ) { a -b )  = 

( a ± b f  = a3 ± 3 a 2b + 3ab2± Ь \  

а3 ± Ь3 = (а±  Ь)(а2 + ab + Ъ2).

(а  + 6 + с)2 = а 2 + Ъ2 + с2 + 2 аЪ + 2ас + 2Ьс, 

a2 + b2 ~ (a  + ib ) (a - ib ) ,  i = y f - \ ,  

a " - b n = ( а - Ь ) ( а ”-' + a"~2b + .... + ab”-2 + Ъ"~ 

дар кучо п- адади натуралии ихтиёрй аст.

а" -  Ъп = {а + -  а”-2Ь + ......+ ab”' 2 -  V

дар кучо п- адади чуфти мусбат:

чуфт

ток

а2 - Ь 2, 

')■

437



а" + b" = (а + b fa ”-' -  a"~2b + ..... -  ab"'2 + b )

дар кучо n адади тоци мусбати бутун:

(1 + Л-) =1 + ляг + —-------х  +—----------- -X ....+ х".
V ’ 2 3

А„ =  - ( а 1 +  а 2 + .......+ а „ )Миёнаи арфметикй 

Миёнаи геометрй В„ = '\ja t ‘ а2 ■ а3......ап .

1 11 1 1  1— + —  + —  + .....+ —
а. а , а% а„Миёнаи гармоники Сп п у „, „ 2

2. Муодилахои дарацахои як, ду, се ва чор

1) Муодилаи дарачаи якум: ах + b = О, х ~ ~ ~ -

2) Муодилаи дарачаи дуюм (квадратй):

2 , п —b±Jb2 —4  а с
а х  +  Ьх + с = 0, х ,п= —

1,2 2 а
Ъ с

X, + X, = — , X, • х,  = —
а  а

x 2 + p x  + q = 0, x, 2 = - j ± ^ — q,

х, + х 2 = - р ,  х, • х 2 = q,

3) Муодилаи дарачаи сеюм (кубй)

ах3 + Ьх2 +cx + d  = 0.

Муодиларо ба коэффисиенти а  тацсим намуда, гузориши у  = х  + 

р0 ичро мекунем, пас аз он ишора мекунем:
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халли муодилаи ^осилшударо менависем ва хосил мекунем:

У\

А = \ в = > ] - 1 - Г ь ,

1. Агар Д>0 бошад, он гох муодилаи як решай хакикй ду решай 
комплексй дорад.
2. Агар Д = О бошад, он гох муодилаи кубй се решай хакикй дорад, Ки 

дутой онхо хамчоя мешаванд.
3. Агар Д < 0 бошад, он гох муодилаи кубй се решай хакикй гуногун 

дорад.
4. Муодилаи дарачаи чор (биквадрата):

ах4 + Ьх2 + с = О,
Халли ин муодиларо меёбем:

- b ± y j b 2 - 4 ас

Таносуби байни коэффисиентхо ва решахои муодилахои 
дарачаи боло1

х 3 + ах2 +Ьх + с = 0,

1 Таносуби байки коэффисиентхо ва решахои муодилахои дарачаи боло аз чонибй муалиф хосил 
карда шудаанд.



х, + х 2 + х3 = - а ,  
х,х2 + х,х3 + х2х3 = Ъ, 
х,х2х3 = -с .  

х4 + ахъ + Ъх2 + сх + d  = 0, 

х, + х 2 + х 3 + х 4 = - а ,  
Х ,Х 2 + *,*3 + х 2х3 + х ,х4 + х 2х 4 + х3х 4 = Ь, 
х,х2х3 + Х[Х2Х4 + х ,х 3х4 + х 2х3х 4 = - с ,  
х ,х ,х 3х4 = d. 

x i + ахА + bx3 + сх2 + dx + е -  О 
х, +х2 +хз +х4 +х, =-а, 
х,х2 +x,x3 +х,х4 +х,х} +х2х, +х2х4 +х2х, +х3х4 +х3х, +x4xs = b, 
X,X2.T3 +  X,XjX4 +  Х,Х2Х3 +X,XjX4 +x,x3x, +x,x4x, +x2x,x4 +x2x3x, +х2х4.т5 +х̂ хАх, ■■ 
X,X2X3X5 +x,x2x4x5 +x,x3x4xs +x2x3x4x5 =d, 
x,x2x3x4x5 =-e.

3. Прогрессия^
Аъзои умумии прогрессияи арфметикии 

a„=at + (n - l)rf
Суммаи п аъзо^ои аввалаи прогресияи арфметикии

а, +а„ 2д, +(n-\)d ^ .
» -  2 2

дар кучо d- фарц, о, - аъзои якум, ° п - аъзои умумии прогрессияи 
арфметикй мебошанд.

Суммаи п аъзои прогресияи геометрии

о и> 1-<7п 9 " - >  , ы
Х- — Г Г Г ' “ ' Т 7 ' ' 9 - 1 ’ ■

дар кучо q - махрами прогрессияи геометрй (<? *  l) аст.
Суммаи прогресияи геометрии беохир камшавандаи

и. -  м„9
1 -q (М< О
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1 + 2 + 3 + 4 + ... + и = — п(п +1)

2 + 4 + 6 + ... + 2и = и(и + l),

I2 + 22 + 32 + 42 + .....+ п2 = —п(п + \)(1п + 1),
6

22 + 42 + ... + (2и)2 =4(l + 22+... + /j2)= y - («  + lX2w + l)t

13 + 2 3 + З 3 + 4 3 + ....  + и 3 = ^ -и 2(" + 0 2>

Г3 + З 3 + 5 3 + 7 3 + .... + (2 п -  I )3 = и 2 (2 и 2 -  l )

14 + 2 4 + З 4 + 4 4 + ....  + л 4 = ^ - ( и  + I Х2« + lX 3” 2 + Зи -  l )

1 + 32 + 52 + 7 2 + ... + (2w -l)2 = i w(4«2 - l) ,

1 1 1  1 
------ 1--------1-------- 1- .... H--- 7------г :
1-2 2 -3  3 -4  n(n + 1)

1 1 1
n{n + 1) n n +1

=  1-

и + 1 Я + 1

4. Логарифма^о 
Агар у  = а* бошад, пас loga у  = х(а >0, а * 0  асх
Айншщои асосии логарифмй

а '08"* =Ь, (а* = е|по* = еЬЫа)

Хосиятхои логарифмаад:

logc (а ■ b) = logc а + logc Ъ; logc а" = п logc а ;

1о8 и* = - р ^ - ;  log,, т  = logcа -  logc Ь; log, а Ъ

logс. Vo = log, а" = — logt. a; log„ b =
п

log а 1 = 0. в °=1
•og» о ’

log Ь = — log„Z>; 
от
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log a a -  1, a 1 = a; 

log ^  b = nlog ab = \o g a b";

In a = = In 10 • lg a = (2,30259 .... )• lg a, 
lg e 

lg a = = lg e • In a = (0,43429 .... )• In a. 
In e

Навишт^ои шартй: 

агар a > 0 бошад, пас, 1о8<.(+со) = +00> чункй а"  = оо, 

агар 0 < а < 1 бошад, пас, log0 (-ню) = -а>, чункй 

агар# > 1 бошад, пас, loga 0 = -оо, чункй сГ*" = 0, 

агар 0 < а < 1 бошад, пас, log„ 0 = -в», чункй я +°° = 0, аст

5. Биноми Нютон:
(  lV* п я-1 WIW“ l )  п - 2 1 2Ш + Ь) + HQ H---------- Q Ь + ..... +
v ; Ь 2

.....+У;
1 - 2 • 3-.....-к

1) Рпп\, п\= 1-2-3....... п.

2) А "  = п(п - l X w - 2 ) ...... (w- m + l)

^  ш и!
J) с „ = — Г?--- ГГ-т \ \ п - т ) \

\ /~ч т ✓-» и—/» р  /м+1 /-т ni s-i т+Iа) с« = с„ ; б) Сл+1 =СЯ +с„ ;
j  да

в) С„° + С,,1 + С,,2 + ............+ С ,;-1 + С„" = 2 ; г)С,: =
И

п\= 1 -2-3-4-.... - (и -1 ) и ,

(и + 1)!= 1-2-3.... (« - l )w-(n  + l) = « ! (л + l),
0!=1, 1!= 1,

(2и)!= 2 • 4 • 6 • •  (2п -  2%2п) = 2" (l • 2 • 3 • •  (и - 1>»)= 2и • и!, 
(2и + 1)!=1-3-5-....-(2и-1Х2и + 1) = (2и-1)!(2и + 1  ̂
(2и)!-(2и-1)!=(2и), 0!!=1.

442



/ у
Барои п-^оикалон (и —> °°)> л ! « |  — л/2тт . формулам Стирлинг ва

In (п!) « +  i j  In п -  п + In *Jbt.

2. Тригонометрия
1. Таносуб^ои байни функсия^ои тригонометрии кунч^ои якхела: 

sirfa+co^ <з=1;

sin<ar= ±л/1—cos2 а\ cosa=±Vl-sin2 а;
si па cosa

tga=------; ctga=—— ; tgactga=1;
cosa sina

2 1 , ’ 11 + tg a = ------г— ; 1 + c tg - a
cos 2 a ’ sin 2 a ’

1 1sec a = --------; cos ec a = -------- 
cos a------------------------- sin a

180° 180° „ , „ , ляИ1 радиан = ------ = 57 17 45 .
i t  3 , 1 4

Формулам гузариш аз ченаки градусй кунч ба радиан:

а = 1 ол0 Р' Р~  кунчй додашуда ба градусной ченшаванда мебошад. loU

.  180°
Формулам гузариш аз ченаки радиани ба градусй: Р - ------ а > а ~ кунчйтг
додашуда бо радиан ченшаванда.

2. Формулами кунф̂ ои дучанда ва сечанда:

. „ „ . . / ч _ . аа аа
sin 2 a = 2smacosa;  sinlaa) = 2sin-----cos— ;

V ’  2 2
cos2a = cos2 a - s i n 2 a; cos2a = 2 cos2 a - 1; cos2a = l - 2 s i n 2 a;
2cos2 o = l + cos2o; 2sin2 a = l - c o s 2 a ,

_ 2tga „ ctg2 a - 1 \ - t g 2 atg2a = -— 2 y - ,  ctg2a = — -------- = — =— ;
1 - t g  a 2ctga 2tga
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. _ 2tga  l - t g 2a 
sm2 a =   — , cos 2a =  ^4—> 

1 + tg2 a 1 + tg2a 

sin 3a = 3 s in a -4 s in 3 a -  3sina cos2 a - s i n 3 a, 

cos3a = 4 cos3 a - 3 c o s a  = cos3 o -3 c o s o  sin2 a.
3. Формулами чамъ ва тар^и кунч^о:

sin (а±  Р) = sina • cos/J ± sin Р • cosa;
cos (a ± 0) = cos a • cos/?+ sina • sin/? 

1 + tga tgP ctgP ± ctga
4. Формулами табдилдшдаои чамъ ва зарби функсия^ои тригонометрй:

, . „ . а ± р  а ± Рsin а ± sin р  = 2 sin-----—cos-----—
2 2 

„ _ а + р  а ~ рcos а  + cos и = 2cos-----—cos-----—
2 2

cos a- cos Р = -2  sin -  sin ———;
2 2

acosx + bainx = rsin(jc + </>,) = r  cos(x-<p2\

даркуно r = s la 2 + b2, sin^, = —, cos <рг = — бошад,

sin a ± cosa = л/2 sin(a ± —) = ±л/2 cos
4 ^

sm ( a ± p )  c o s ( a ~ p )tga ± tgP = -----i----- tga  + ctgP = ---------------> —  H ) ;
cos a  cos p  cos a  sm p

j. . о sin ( p ± a )  cos(a  + /?)ctga ±ctgP = . — tg a -c tg P  = ------- — >
sm a  sm p  cos a  sm P

sin a  sin p  = ^-[cos(a -  /? ) -  cos(a + /?)}

cosacos/?  = ^-[cos(ar + /?)+ sin(a!- /01

sin2 x -  sin2 у  = cos2 у  -  cos2 x = sin(x + j)sin (x  -  y)
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sin2 x -  cos2 у  = -cos(x  + y)cos(x -  y), 

sec2 x - c o s 2^  = - c o s ^  + ^ c o s ^ - j ) ,

sec2 x  + cos ec2 x = sec2 л- • cos ec2 л*.
5. Формулами гузариш

Р = 90° ± а р  = \ т ° ± а Р = 270° ± а /? = 180° ± а

sin Р cos р ±sin а - c o s  а ±sin а

cos р ±sin а - c o s  а ± sin а cos а

tg Р ±ctg а ±tg а ±ctg а ±tg а

ctg Р ±tg а ±ctg а ±tg а ±ctg а

sin п л  = 0, sin (jc ± nn)  = ( - 1)” sin x;

sin 2n + \ | . /  ,ч» x ± —-— Л I = + (- 1) cos X,

COS 7ГИ = ( - 1)", cos (x ± n n )  = ( - 1)" COS X, 
f  2n +1 ^ / ,\n . c o s l x l — -— л  J = ± ( - lJ  sinx,

tgnn = 0, t g ( x ± n n ) =  tgx, tg x ± — - — n \  = -ctgx,
2rt + l

tg
YIJC 1 -  ( -  0"
2 l + ( - l ) " ’

tg

ctg 2n +1 , x ± — -— n  = - tgx,

, ± £ ) , ® L ± i ,  CJ , ± 5 |  = £ S ± 1 .
4 J 1 ±tgx V 4 J 1± с tgx

6 . ^имат^ои функсия^ои тригонометрй кунн^ои 
ба 30° ва 45° каратй буда.
Кунч^о 0 30 45 60 90 120 135 150 180

Кунч\о 0 1C л к 1C 2 к Ъ я 5 л’ Л

6 4 3 2 3 4 6
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sin а i 1
2 JL

2
VI
2

1 VI
2

VI
2

1
2

0

cos а
i V£

2
VL
2 2

0 1
2 - J L

2
_ VT 

2
-1

t g a 0 1
v r

I VI 00 -V I -  1 _ VF 
2

0

c t g a
00 VI 1 1

v r
0 1

'  v r
-  1 -VT — 00

Кунздо 210 225 240 270 300 315 330 360

Кун In
~6~ 5 7Г 

4
4;r

3 3  ̂
~

5 n
~

In
4

11 к
6 2n

sin а 1
2

v r
2

V I
2

-  1
Ж

2 2

]
2

0

cos а V I
2

-  ‘
2

1
2

0 1
2

v r
2

V I
2

1

t g a 1v r 1 VT
— 00

- V J -  1 1
" V I

0

c t g a
V I 1 1

v r 0 l
V I

-  1

- V J oo

Функсия

7. Аломати функсия^ои тригонометрй дар чоряк^о

Чоряк^о
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i i i i n IV
s i n x + + ■ “
c o s  л: + - - +
t g x + - + -
c tgx + - + -

a) sinx = a; |oj<l.

a
a ( -1 )"  ■ arcsin  a + nk, к e Z
0 nk

1
2 ’

1
2 (-\У^ + ЯК 

v 7 6

Л  
2  ’ 2 ( - 1)1 • — +  ЛКv '  4 Н Г '  ~  +  ®C

л/3
2 ’ 2 ( -  1Y  • —  +  m v ’ 3
1, - 1 к  „— +  2  я к , 2

к  -—  +  2 я к  2
6 ) cosx = a; И SI.

a л:
a 2 я к  ±  a r c s in  a ,  i e Z
0 n— + JIK 2

i
2 ’

1
2 ± — + 2m 3

2±  — 7Г +  2ж3
V2 

2 ’ 2
± — + 2m 4

, з+ —n+2m 4
A2 .A2 ± —  +2тп< 

6
±—ж+2т

6

1, - 1 2m, к + 2m
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в) tgx=a, а еП

а X
а a rc tg  а  + л к , к  е Z
0 Ж

£  _ S
3 ’ 3

л  л
—  +  ЛК  ---+  ЛК
6 6

i, - i л  л-- 1-ЯК ----УЛК
4 4

л/3, л/3 л  л  — +  ЛК  ---+  ЛК
3 3

г) ctgx=a, aeD.
а X
а агссгс а  + лк, к е  Z

а X
0 л— + т 2

А  . А
3 ’ 3

л  2 —нлк — л  + ш 3 3
1, -1 я 3

---- \-Ж —К + 71К
4 4

Л, л/з л  5 — + лк —л  + лк 6 6

Муодилаи Реша

sin 2 х  = а, 0 < а <, 1 х  = kx ± arcsin 4 а

cos2 х = а, 0 < а й 1 х  = 2кх ± arccos 4а

sin2 л: = от, 0 <>а х  = kx ± arctg 4а

c tg 2x -a ,  0 <а х=  kx ± arcctg 4а
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Дар кучо к  адади ихтиёрии бутун мебошад, функсия^ои барьакси 
тригонометрй чунинанд:

х  =sin у ,  у  = Arc  sin х  = т л  + ( - l ) “ arcsin х\ 

х  = cos у ,  у  = Arc  cosx = 2т п  ± arccosx; 

x  = t g y > У = Arctg х  = т л  + arctg jc; 
х  = ctg у ,  у  = Arcctg х  = т л  + arcctg л:;

^имат^ои асосии функсияхои баръакси тригонометрй:

<arcsinx<+^-, 0<.arccox<jA-\<x<^[,
2 2

< arc tgx < +—, 0 < arcctgx +л  (-со <х <оо).
2 2 

Баъзе таносуб^о:
arcsin ( -  х) = arcsin х, arccos ( - х )  = л -  arccos х,  
arctg ( -  -t) = -arctg х, arcctg ( -  л:) = л  -  arctg х, 
sin (arcsin х) = х, cos (arccos х) = х,
tg (arctg *) = х, ctg(arcctg x) = x.

l i m  arct& =
+ 0 0

Л
— , X - >  -00
2

i . [ 0 < x —>■ +oo ,l i m  arcctgx = ^
r-*±® [я1, X —> —00 ,

n  71arcsin x + arccos jc = arc tgx + arcctgx = —

narc sin x  = ---- arccos x:
2

= arccos W l - x 2 ( 0 < x ^ l )
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= - arccosxл/ l - x 2 (-1  ^  x  <, О),

= arctgx , X ■ (xr“ < 1)

= arcctg —-— ------n  (O < x  < 1),
x

' x 2 < -  
2

'  1

= arcctg —-— ------n  ( -  I <1 x  < O),
x

= -у  -  у  arcsin (2 x  Vl -  x 2 )

= у - -  у  arcsin (2xVl -  x 2 )

= у  -  у  arcsin ^ x V T -T x 2") I -  1 < x < -  

кarccos x = ----- arcsin x;
2

— <  X <  1
4 2

= arcsin x л/ l  - X 2 (0 <  X  ^  l ) ,

= 7t — arcsin x v l  -  X2 ( l й x  £  O),
,2

= -  arctgx — — —  (O < x < l),
x

= ;r + arctgx — — —  (-1  < x < O),
x

= у  arccos x (2x2 - l )  (O ^  x < l),

1
- n  — arccos x

2
(гхл/ l - x 2) ( - J = < x < l j ,

narcctgx = - - arcctgx;

; a rcc tg x  ■ . X  ( - 1 ^  x < l),
y j l - X 2
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arcsin
л/l  + x 2

1 = arccos

( x < 0 >

( x > 0 >
■\/l -  x ~

1= -  arccos -  n
л / Г + 7 7

Я- 1 /- „ 4= — -  arctg — (x > О X
2 x

Л \ /  4
= -  —  -  arctg — (x  < 0 1

2 x

= arcctg — (x > 0 \
x

= arcctg - —  it (x < 0 \
x

= T  ~ arctg 1— ~  (* > ~ 1 )>4 1 + x
narcctgx = —  -  arcctg x ,

arcsin
-v/l + x 2

1
= arccos

Vl -  x
1

= -  arccos —............ ■ -  n
л/l + x 2

(* * o),

= — -  a r c ^  — (x > 0),
2 x 

^  1 /  „ 4= -------- arc/g — (x < OJl
2 x

= arcctg — (x > 0),
x

= arcctg - —  n  (x < 0 ),
x
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7t 1 - Х  /= - - arctg ——
4 1 + x
-Зтг 1 -х  /

= — ' a r a s — x  ( l < " l)' 

‘ J ‘,rc ,gT ^ x T (И <:|>
1 2 x n (

= _ „ re,s _ + T  (*>>*

= i - a f -л г  2 j t , -  ( r < - l )
2 1 -  x 2

7Г 1 . 2x  /  1 \---------------arcsin --------— Cx < -  1 Л
2 2 1+ x-

1 2x= — arcsin
2 1 + x2 
n \ . 2  x n

1 \ - x 2 л  
= — arccos  ;------

2 1 + x- 2
1 1 - x 2

= —  arccos
2 1 +x 2

narcctgx = — -  arcctgx, 

1= arcsin —===== 
л / 1 - х 2

1
= я  -  arcsin

(x > 0), 

(x^O ),

-  л  -  ar sin

V l + x ”
1

-v/l +  X 2

(x > o), 

(x > 0), 

(x > 0),
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х
= arccos-

4 1 + х

= arctg — (х > О),
х

-  л  + arctg — (х < о).
х

arcsin х + arcsin у  = a rc s in ^ l  -  у 2 + ул/ l - x 2 ]

(ху< О ё х 2 + у2 < l )

л  -  arcsin \x-JT~y2 + y*J l - x 2 ]

(х < 0, у  < О ва х 2 + у 2 > l),

- л  - arcsin(x-y/l -  у 2 + y-J 1 - х 2)

(х<0, >»<0 ва х 2 + ^ 2 >1

arcsinx+ arcsinj> = arcsin^x-y/l-j2 + y V l - x 2 j 
(ху<Оё x2+y2<l),

= л -  arcsir^x-Jl->'2 + j V l - x 2)

(x<0, y<  О ва x2+y2> l),

= - л -  arcsin^x-y/l-y2 + j V l - x 2)

(x<0, j < 0  ea x2+ y 2 >l),

= arccod[Vl - x 2yjl- у 2 -x y j

(x>0, j> 0 )i

= -  arccos(Vl~x2 yjl- у 2 - x y  )

(x < 0, 7 < 0),

= ;r -  arcsin(x^/l-j>2 + y-J l - x 2)

(x<0,  ,y<0 ea x2+ j 2 >l)i



= - л  -  arcsiri(x^/1 - у 2 + y j  1 - х 2)

(х<0,  у< 0  ва х 2+у2 >\),

= arccoS^V 1—х2 д/l — jh2 -  лу)
(х>0,  >/>0),

= -агссо^л/\ - х 2^ jl~y2 - ху)

(х<0, ;у<0), 

arcsin х + arcsin у = arcsin(x^T- у 2 + y j l - x 2)

(ху<0 ё х 2 + у 2 <l]t 

= я- -  arcsin(x-y/l-^2 + >'л/1 — х 2)

(х<0, у < 0  ва x 2 +j>2 >l)

= - я -  arcsmlx-i\[хл][~у2 + >>Vl-x2)

(х < 0, у  < 0 ва х 2 + у 2 > l)

= -  arcsin (xy + V l - x 2 ^ \ - y 2)

= arccos (xy -  V l - x 2 - J l - y 2 )

(x < J  ),

arcfg x + arcfg у  = arctg X+-~ (xy < 1 )
1 -x y

= 7Г + arctg* * —  (x > 0, xy > l),
1 - x y

= - я  + arcfg - — (x < 0, xy > l )
1 - x y

arctg x -  arctg у  = arctg ——— (xy > -1 )
l + xy
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= п  + arctg ——— (х > 0, ху > -1),
1 +ху

X + У /  \= + arctg----- — (х < 0 ,  ху< -\) .
1 + ху

3. Геометрия

Дар секунча г - радиуси давраи дарункашида, R - радиуси давраи

берункашидашуда, p-ним переметр:
2 .

S = \-aha = ^ b c s m a = a s'n P j mZ  = j p {p  -  a ^p  - b \ p - c ) ,
2 2 2 s in a
S _ abcr — —, R =----- ,
p  4 S

a 2 = b2 + c2 ~2bccosa,

« 4 = ^ - = 2 J ? ,
sin a sin p  sin у 

Секунчаи росткун^а:
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о 1 , 1 , а + Ь - с
S  = — ab =—ch , г =

2 2 ‘ 2 ’
а2 +Ь2 = с 2, а + Ь = 2R + 2r

ас _  Ис ас а L A
к  к : а  с ’ Ь с ’

а = с sin a  =ccos/3  = btga  = bctg(3. 

Секуннаи баробартараф:

Секунчаи монанд (к- коэффисиенти монандй):
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А ~ А„

Хар се медиана^ои секунда дар як нуцта бо таносуби 2:1 бурида мешаванд:

3. Дарозии медианаи секунча бо формулам зерин ифода карда мешавад:

4. Дарозии тараф^ои секунча бо формулам

а = \ yj2(mb2 + mc2) ~ ma2 ■

ифода карда мешаванд, ки *яа , /иА, дис -  дарози^ои медиана^ои секунда 

мебошанд. Биссиктириса^ои тараф^ои секунчаро бо таносуб^ои зерин ЧУД° 

мекунанд:

С С„ sin — , sin —
£j_= £. i j L = £  = ____2_ * l = ____2_ a ac
bx b ’ S г ft ’ a sin #  ’ b sin 5  ’ 1 a + b
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б.Дарозии бисиктерисаи секунда бо формулахои

/с = j a b - щ Ъ ^  

j y]ab(a + Ь + + с\а  + Ь - с )
С “  7 9а + Ь

I _ 2 a b c o s ( c / l )
*г —; “ 7 >

я  + о

ифода карда мешавад.

6. Байни баланди^ои секунда ha,hh, hc — ва радиуси давраи

_1_ J _  J _ _ l  
дарункашидашуда чунин таносуб . + . + . ~ чой дорад.

" а  " Ь  " с  Г

7. Чоркунча^о. Чоркунча^ои ихтиёрй ( d  , , d  2 . диогналхо, <р -кунчй байни

онхо): S  = — d td 2sin(p.

Параллелограмм:

458



S = aha =absina =—dld 2 s in4?,

p d 2 - d 2 „ a2 - b 2
S = —— -—— tga, S  = — -— tgq>,

4 2
d 2 + d 2 =2(a2 + b2}

Ромб:

Росткунча:

S = ah = a2 sin a  = —d,d2, r = — h.
2 2

S = ab = —dtd2 sin ф = —d 2 sin ф.

Квадрат (d- диогнал): S  = a 2 = — .

Трапетсия, / - хати миёна:



, a + b a + b 2 ab
/ = —— , S = —~ h = lh, с = -----

2 2 a + b
Бисёркунча^ои мунтазам:

с - na«r e _  1 „г • 360° . 180°Sn , Sn — R sin , aH — 2R sm
2 2 n n

a, = Лл/З

a, = R j 2

a5 = R

Сектор ( L- дарозии камон, n° -  ченаки градуси кун^и марказй, ОС 
радианй):

ченаки
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/ =
nrn
180 °

Чоркущаи ихтийрии дарункашидашуда:

1) С+^=180°; 5 +£)=180°,
2) |5 с |+ |^ £ ) |= |^ 5 |+ |с 4

Формулами асосии стреометрия

Призмаи ихтибрй (L- тегаи пазугуй, р  - периметри асосй, S- масо̂ ати 

асосй, Н- баландй, Р -параметри бурриши перпендикулярй)

Sm x=Ph V  = SH.

Призмаи рост: ^1Шх =

Параллелопипеди росткунча ( а,Ь ,с— ченак̂ о, d-диагонал):

V = аЪс, S -  PH, d 2 = a 2 +b 2 + c 2.
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Куб ( а -тега): V = a\ d = a j i ,  S = 6a2.

Пирамидам ихтиёрй: ^  ~ ~  SH .

Пирамидам мунтазам (Р-периметри асос, / - апофема):

Sm =-Pli  V = -SH  
2 3

Пирамидам ихтиёрии сарбурида (S| ва S2 -  масо>;ати асос^о, h -  баландй,

V -  ха^м):

v = ± f c + s 2 + J s & ) .

Пирамидам сарбуридаи мунтазам (Р| ва Р; периметр^ои асос^о, L- апофема)

Smx = 2*RH, V=7dfH.

Конус ( R - радиуси асос, Н-баландй, / - ташкилкунанда):

= m  V = ]- tiR2H.

4 ,
Курра, сфера: $ = 4kR , V = — JtR .

Сектори курра (R -  радиуси кура, h -  баландии сегмент, V -  з̂ ачм):

V = —nR2h 
3
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